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I. 

ПРОТОКОЛЪ  ЗАСѢДАНІЯ  СОВѢТА 

4-ГО  ФЕВРАЛЯ  1869  ГОДА. 

Присутствовали,  подъ  предсѣдательствомъ  г.  заступающаго 
мѣсто  ректора,  19  членовъ.  Не  присутствовали:  г.  ректоръ 
университета  В.  А.  Кочетовъ,  гг.  проф. :  Рославскій-Петров- 
скій,  Лавровскій  2-й,  Бекетовъ,  Бейеръ,  Питра  1-й,  Станке¬ 
вичъ  и  Хронщевскій. 

Слушали  56  статей. 

а)  Предложенія  гг.  попечителя  и  управляющаго  харьковскимъ 

УЧЕБНЫМЪ  ОКРУГОМЪ. 

Ст.  1.  Отъ  23  января  за  №  216,  въ  коемъ  предлагается 
г.  ректору,  во  время  отсутствія  г.  попечителя,  вступить  въ 
управленіе  учебнымъ  округомъ.  —  Опр.  Принять  къ  свѣдѣнію. 

Ст.  2  и  3.  Отъ  14  и  16  января  за  104  и  129, 
объ  исключеніи  Исаака  Виленскаго ,  удостоеннаго  физико-мате¬ 
матическимъ  факультетомъ  степени  кандидата  по  отдѣленію 
физико  -  химическихъ  наукъ,  и  Владиміра  Курцъ ,  удостоеннаго 
медицинскимъ  факультетомъ  званія  аптекарскаго  помощника, 
подлежащею  казенною  палатою :  перваго  —  изъ  податнаго  и  вто- 
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раго  —  изъ  купеческаго  званія.  —  Опр,  1)  Утвердивъ  г.  Ви¬ 
ленскаго  въ  степени  кандидата,  выдать  ему  установленный  ди¬ 
пломъ;  2)  выдать  г.  Курцъ  свидѣтельство  на  званіе  аптекар¬ 
скаго  помощника. 

Ст.  4.  Отъ  16  января  за  №  123,  съ  увѣдомленіемъ,  что 
Государь  Императоръ  Всемилостивѣйше  соизволилъ  въ  20 
день  истекшаго  декабря  пожаловать,  за  отлично-усердную  служ¬ 
бу  и  особые  труды,  орденами:  св.  Анны  2-й  ст.  —  гг.  профес¬ 
соровъ:  Питра  1-го ,  Щелкова  и  Леваковскаго ,  и  св.  Ста¬ 
нислава  2-й  ст.  съ  Императорскою  короною  —  секретаря  со¬ 
вѣта  Еожедубова .  —  Опр .  Отмѣтить  о  семъ  въ  формулярныхъ 
спискахъ  поименованныхъ  лицъ  но  принадлежности. 

Ст.  5.  Отъ  23  января  за  №  235:  «  На  представленіе  со¬ 
вѣта  университета ,  отъ  31  декабря  1868  года  за  №1040,  имѣю 
честь  увѣдомить,  что  я  считаю  себя  не  въ-правѣ  разрѣшить  осво¬ 
бождать  стипендіатовъ,  окончившихъ  курсъ  наукъ  въ  харьков¬ 
скомъ  университетѣ  въ  истекшемъ  году  со  степенью  кандида¬ 
та,  при  установленномъ  сокращенномъ  испытаніи  для  получе¬ 
нія  мѣста  учителя  или  воспитателя  гимназіи,  отъ  представле¬ 
нія  ими  сочиненія  научнаго  содержанія  потому  только,  что  они 
писали  кандидатскую  диссертацію,  такъ-какъ  диссертація  эта, 
по  смыслу  предложенія  г.  министра  народнаго  просвѣщенія, 
отъ  3-го  августа  1868  года  Уз  6345,  и  §  32  положенія  о 
бывшихъ  педагогическихъ  курсахъ,  не  можетъ  быть  вполнѣ 
сравнена  съ  требуемымъ  нынѣ  сочиненіемъ  научнаго  содержа¬ 
нія,  которое  одинаково  и  прежде  требовалось  отъ  кандидатовъ 
и  дѣйствительныхъ  студентовъ,  состоявшихъ  въ  числѣ  педаго¬ 
говъ.  Сіе  послѣднее  сочиненіе  должно  быть  написано  на  за¬ 
данную  тему,  а  кандидатская  диссертація  пишется,  какъ  из¬ 
вѣстно,  на  тему,  избираемую  пишущимъ,  произвольно;  кромѣ  того 
означенное  сочиненіе  должно  быть  авторомъ  защищаемо  сло¬ 
весно  въ  факультетскомъ  засѣданіи,  а  кандидатская  диссерта- 
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ція  не  сопровождается  этимъ  защищеніемъ,  а  только  писавшій 
ее  подвергается  небольшому  словесному  объясненію,  для  убѣж¬ 
денія  въ  томъ,  что  представившій  дѣйствительно  писалъ  самъ 
эту  диссертацію  (соііофіішп).  При  этомт,  считая  себя  не  въ- 
правѣ  своею  властію  разрѣшить  этотъ  вопросъ,  я  нахожу  не¬ 
удобнымъ  представить  его  на  разрѣшеніе  министерства  народ¬ 
наго  просвѣщенія ,  потому  что  упомянутымъ  выше  предписа¬ 
ніемъ  ,  по  настоящему  предмету ,  г.  министра  народнаго  про¬ 
свѣщенія,  отъ  3  августа  1868  года  за  №  6345,  установлена 
нынѣ  только  временная  мѣра,  впредь  до  составленія  подроб¬ 
ной  инструкціи  объ  испытаніяхъ,  упомянутой  въ  Высочайшемъ 
повелѣніи,  состоявшемся  22-го  апрѣля  1868  года,  каковая 
инструкція,  по  всей  вѣроятности,  послѣдуетъ  въ  весьма  не¬ 
продолжительномъ  времени  ». 

Опр.  Сообщить  о  семъ  въ  историко-филологическій  и  фи¬ 
зико-математическій  факультеты  къ  исполненію. 

Ст.  6.  Отъ  28  января  за  №  285,  о  разрѣшеніи  выдать  по¬ 
ловинное  вознагражденіе  проф.  Сокальскому  за  преподаваніе 
въ  первомъ  полугодіи  1868/69  акад.  года  по  вакантной  ка¬ 
ѳедрѣ  финансоваго  права. 

При  этомъ  доложено  было,  что  копія  съ  настоящаго  пред¬ 
ложенія  сообщена  въ  правленіе  университета.  —  Опр.  Принять 
къ  свѣдѣнію. 

Ст.  7.  Отъ  28  января  за  №  290:  «Въ  николавской  (хер¬ 
сонской  губерніи)  реальной  гимназіи  преподается  необязатель¬ 
но  латинскій  языкъ  для  желающихъ,  по  окончаніи  гимназиче¬ 
скаго  курса,  воспользоваться  университетскимъ  образованіемъ. 

Г.  министръ  народнаго  просвѣщенія,  принимая  во  вниманіе, 
что  на  обученіе  латинскому  языку  въ  николаевской  гимназіи 
положено  всего  16  уроковъ  въ  недѣлю,  тогда  какъ  по  уставу 
гимназій  и  прогимназій  19  ноября  1864  года  въ  классическихъ 
гимназіяхъ  назначено  на  этотъ  предметъ  34  и  39  недѣльныхъ 
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уроковъ,  и  что  по  сему  въ  николаевской  гимназіи  латинскій 
языкъ  не  можетъ  быть  преподаваемъ  въ  объемѣ,  установленномъ 
для  классическихъ  гимназій,  —  изволилъ  признать  необходимымъ, 
чтобы  окончившіе  курсъ  въ  названной  гимназіи,  если  пожелаютъ 
поступить  въ  университетъ,  были  подвергаемы  дополнительному 
испытанію  изъ  латинскаго  языка;  о  чемъ  и  проситъ  предло¬ 
жить  къ  исполненію  совѣту  харьковскаго  университета. 

О  чемъ,  въ-слѣдствіе  предложенія  его  сіятельства,  графа  Д. 
А.  Толстого,  отъ  14  текущаго  января  за  №  366,  имѣю  честь 
увѣдомить  совѣтъ  харьковскаго  университета  къ  надлежащему 
исполненію  ». 

Опр.  Принять  къ  исполненію. 

Ст.  8.  Отъ  18  января  за  №  167,  съ  препровожденіемъ  на 
заключеніе  совѣта  правилъ,  составленныхъ  совѣтомъ  универси¬ 
тета  св.  Владиміра  для  замѣщенія  вакантныхъ  каѳедръ  —  Опр . 
Просить  факультеты  доставить  свои  заключенія  по  этому  пред¬ 
мету. 

Ст-  9.  Отъ  30  января  за  №  322,  о  разрѣшеніи  допустить 
докторовъ  медицины  Котелевскаго  и  Кузнецова  къ  чтенію 
лекцій  въ  качествѣ  приватъ -доцентовъ.  —  Опр.  Сообщить  о 
семъ  въ  медицинскій  факультетъ. 

Ст.  10.  Отъ  1  февраля  за  №  379:  «  Мнѣніе  совѣта  харь¬ 
ковскаго  университета ,  по  дѣлу  о  возбужденныхъ  въ  совѣтѣ 
московскаго  университета  вопросахъ :  1 )  относительно  примѣ¬ 
ненія  разрядовъ  ученыхъ  степеней  магистра  и  доктора  къ  уни¬ 
верситетскимъ  каѳедрамъ;  2)  относительно  числа  ординарныхъ 
и  экстра-ординарныхъ  профессоровъ  въ  каждомъ  изъ  факуль¬ 
тетовъ,  и  3)  объ  отношеніи  доцентовъ  къ  каѳедрамъ  и  повы¬ 
шеніи  штатныхъ  преподавателей,  занимающихъ  доцентуры,  въ 
званіе  профессора,  было  представлено  харьковскимъ  окруж¬ 
нымъ  начальствомъ,  съ  его  заключеніемъ,  г.  министру  народ¬ 
наго  просвѣщенія. 
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Его  сіятельство  графъ  Д.  А.  Толстой,  по  полученіи  этого 
отзыва  и  мнѣній  отъ  другихъ  попечителей  учебныхъ  округовъ 
и  по  особымъ  обстоятельствамъ  дѣла,  призналъ  необходимымъ 
внести  это  дѣло,  вмѣстѣ  съ  мнѣніемъ  ученаго  комитета  мини¬ 
стерства,  на  обсужденіе  совѣта  министра  народнаго  просвѣ¬ 
щенія. 

Препровождая,  при  предложеніи  отъ  18  минувшаго  января 
за  552,  печатный  экземпляръ  журнала  совѣта,  состоявшаго¬ 
ся  18  декабря  1868  года  за  №  36,  въ  ст.  1  котораго  из¬ 
ложены  заключенія  совѣта  министра  по  вышеизъясненнымъ  тремъ 
вопросамъ,  —  г.  министръ  народнаго  просвѣщенія  проситъ  пред¬ 
ложить  оныя  совѣту  харьковскаго  университета  къ  исполненію 
и  руководству. 

О  чемъ  имѣю  честь  увѣдомить  совѣтъ  харьковскаго  универ¬ 
ситета  на  представленіе  онаго,  отъ  9  декабря  1867  года  за 
№  1134,  и  препроводить  при  семъ  экземпляръ  вышеупомяну¬ 
таго  журнала  совѣта  министра  народнаго  просвѣщенія  за  №  36 
къ  надлежащему  исполненію  и  руководству. 

Въ  упомянутой  статьѣ  1-ой  журнала  совѣта  министра  на¬ 
роднаго  просвѣщенія  *№  36  заключается  слѣдующее : 

«Слушали:  Ст.  1.  Выписку  изъ  журнала  ученаго  комитета 
министерства  народнаго  просвѣщенія,  1  августа  1868  года 
«№  212,  по  дѣлу  о  возбужденныхъ  въ  совѣтѣ  московскаго  уни¬ 
верситета  вопросахъ :  1 )  относительно  примѣненія  разрядовъ 
ученыхъ  степеней  магистра  и  доктора  къ  университетскимъ 
каѳедрамъ;  2)  относительно  числа  ординарныхъ  и  экстра -ор¬ 
динарныхъ  профессоровъ  въ  каждомъ  изъ  факультетовъ,  и  3) 
объ  отношеніи  доцентовъ  къ  каѳедрамъ  и  повышеніи  штатныхъ 
преподавателей,  занимающихъ  доцентуры,  въ  званіе  профес¬ 
сора. 

Соображенія  и  заключенія  совѣта  московскаго  университета 
по  означеннымъ  выше  вопросамъ,  представленныя  на  разрѣше- 
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ніе  министерства  народнаго  просвѣщенія,  по  приказанію  г.  ми¬ 
нистра,  предложены  были  на  обсужденіе  совѣтовъ  прочихъ  уни¬ 
верситетовъ  (кромѣ  дерптскаго)  и,  но  полученіи  отзывовъ  ихъ, 
все  дѣло  передано  было  на  разсмотрѣніе  ученаго  комитета. 
Сущность  означенныхъ  вопросовъ  заключается  въ  слѣдующемъ: 

і.  На  основаніи  §  68  общ.  уст.  унив.,  никто  не  можетъ 
быть  ординарнымъ  или  экстра-ординарнымъ  професссоромъ,  не 
имѣя  степени  доктора  по  разряду  наукъ,  соотвѣтствующихъ  его 
каѳедрѣ,  для  полученія  же  званія  доцента  надлежитъ  имѣть 
по-крайней-мѣрѣ  степень  магистра;  а  въ  положеніи  объ  испы¬ 
таніяхъ  на  ученыя  степени,  утвержденномъ  4  февраля  1864 
года,  подъ  именемъ  разряда  наукъ  разумѣется  опредѣленное 
число  главныхъ  и  вспомогательныхъ  предметовъ,  по  которымъ 
ищущій  степени  желаетъ  получить  оную  (§  20).  Сопоставляя 
§  68  общ.  уст.  унив.  съ  §  20-мъ  положенія  объ  испытаніяхъ, 
по  видимому,  слѣдуетъ,  что  магистръ  и  докторъ  потому  или 
другому  разряду  наукъ  могутъ  быть  кандидатами  на  доценту¬ 
ры  и  каѳедры  по  тѣмъ  лишь  предметамъ,  которые  входятъ  въ 
составъ  испытанія  для  полученія  данной  магистерской  степени. 
Между  тѣмъ  буквальное  исполненіе  такого  условія  оказывается 
невозможнымъ,  потому  что  предметы  нѣкоторыхъ  каѳедръ  въ 
росписаніи  разрядовъ  магистровъ  не  упоминаются,  и  потому  ищу¬ 
щіе  степени  магистра  изъ  сихъ  послѣднихъ  вовсе  не  подвер¬ 
гаются  испытанію.  По  этому  совѣтъ  московскаго  университета 
полагаетъ,  что  надлежитъ  предоставить  факультетамъ,  при  пред¬ 
ложеніи  кандидатовъ  на  каѳедры,  опредѣлять — соотвѣтствуютъ 
ли  ученыя  степени  и  достоинства  кандидатовъ  тѣмъ  каѳедрамъ, 
на  которыя  они  предлагаются.  Такое  мнѣніе  совѣтъ  основы¬ 
ваетъ  на  слѣдующемъ  соображеніи.  Въ  положеніи  объ  испыта¬ 
ніяхъ  на  ученыя  степени  разряды  магистровъ  и  докторовъ  по 
возможности  спеціализированы,  очевидно,  для  того,  чтобы  об¬ 
легчить  пріоорѣтеніе  ученыхъ  степеней,  необходимыхъ  для  за- 
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нятія  доцентуръ  и  каѳедръ,  а  не  съ  тою  цѣлью,  чтобы  за¬ 
труднить  путь  къ  тѣмъ  и  другимъ  достойнымъ  кандидатамъ, 
имѣющимъ  высшія  ученыя  степени.  Если  отъ  доктора  извѣст¬ 
наго  факультета,  признаннаго  имъ  вполнѣ  способнымъ  для  за¬ 
нятія  факультетской  каѳедры,  будутъ  требовать,  чтобы  онъ 
подвергнулся  еще  испытанію  на  степень  магистра  по  другому 
разряду  и  представилъ  еще  двѣ  диссертаціи  для  полученія  сте¬ 
пени  магистра  и  доктора  по  этому  разряду,  то  каѳедры  въ 
факультетахъ  нерѣдко  будутъ  вакантными  даже  въ  тѣхъ  слу¬ 
чаяхъ,  когда  онѣ  могли  бы  быть  заняты  вполнѣ  достойными 
учеными.  По  этому,  когда  представляется  кандидатъ,  вполнѣ 
достойный  для  занятія  каѳедры,  но  имѣющій  степень  доктора  дан¬ 
наго  факультета,  не  совсѣмъ  соотвѣтствующую  предмету  каѳе¬ 
дры,  то,  по  мнѣнію  совѣта  московскаго  университета,  не  должно  под¬ 
вергать  его  новому  испытанію  и  требовать  отъ  него  еще  двухъ 
диссертацій,  а  слѣдуетъ  ходатайствовать  объ  утвержденіи  его 
въ  званіи  профессора,  какъ  объ  исключительной  мѣрѣ,  изла¬ 
гая  уважительныя  обстоятельства,  побудившія  къ  такому  хо¬ 
датайству. 

2.  Въ  §§  13  — 17  общ.  уст.  унив.  опредѣлено,  сколько 
можетъ  быть  профессоровъ  въ  каждомъ  факультетѣ,  но  не  оз¬ 
начено,  сколько  именно  въ  числѣ  ихъ  можетъ  быть  профессо¬ 
ровъ  ординарныхъ  и  экстра-ординарныхъ,  въ  штатахъ  же  уни¬ 
верситетовъ  показано  только  общее  число  тѣхъ  и  другихъ  про¬ 
фессоровъ  въ  каждомъ  университетѣ,  безъ  распредѣленія  ихъ 
по  факультетамъ.  Такъ-какъ  избраніе  въ  ордияарнарные  про- 
фессоры' обусловливается,  между  прочимъ,  имѣющимся  на -лицо 
свободнымъ  штатнымъ  окладомъ  ординарнаго  профессора,  и  за¬ 
тѣмъ  имѣющимися  на-лицо  преподавателями,  пріобрѣвшими  сте¬ 
пень  доктора,  то,  при  неозначеніи,  сколько  должно  быть  та¬ 
ковыхъ  профессоровъ  въ  каждомъ  факультетѣ,  и  при  рѣшеніи 
баллотированіемъ  вопроса  о  томъ,  кому  предоставить  вакант- 
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ную  ординатуру,  легко  можетъ  случиться,  что  въ  иныхъ  факуль¬ 
тетахъ  число  ординарныхъ  профессоровъ  сдѣлается  преобладаю¬ 
щимъ  въ  ущербъ  другимъ  факультетамъ,  вслѣдствіе  чего  сіи 
послѣдніе  будутъ  лишены  возможности,  на  болѣе  или  менѣе 
продолжительное  время,  ходатайствовать  о  повышеніи  достой¬ 
ныхъ  членовъ  своихъ  въ  званіе  ординарнаго  профессора.  Для 
устраненія  этого  неудобства,  совѣтъ  московскаго  университета 
признаетъ  необходимымъ,  чтобы  число  ординарныхъ  и  экстра¬ 
ординарныхъ  профессоровъ  распредѣлено  было  между  факуль¬ 
тетами  пропорціонально  числу  профессоровъ  вообще,  назначен¬ 
ному  уставомъ,  и  полагаетъ  распредѣлить  ихъ  такимъ  образомъ: 
по  историко  -  филологическому  факультету  —  ординарныхъ  8, 
экстра-ординарныхъ  4,  по  физико-математическому  —  ординар¬ 
ныхъ  11,  экстра- ординарныхъ  5,  по  юридическому  —  ординар¬ 
ныхъ  9,  экстра-ординарныхъ  4,  и  по  медицинскому  —  орди¬ 
нарныхъ  11,  экстра-ординарныхъ  5. 

3)  Въ  уставѣ  показано  число  доцентовъ  при  каждомъ  фа¬ 
культетѣ,  но  неопредѣлено ,  по  какимъ  предметамъ  они  долж¬ 
ны  быть  избираемы;  выборъ  доцентовъ  по  тѣмъ  или  инымъ  ка¬ 
ѳедрамъ  предоставляется  факультетамъ,  которые  при  этомъ  долж¬ 
ны  имѣть  въ  виду  обширность  каѳедръ.  Новымъ  уставомъ  уве¬ 
личено  число  штатныхъ  преподавателей  съ  тою  цѣлью,  чтобы 
дать  средства  для  спеціальной  разработки  отдѣльныхъ  пред¬ 
метовъ.  По  этому  было  бы  несправедливо  спеціалиста  по  той 
или  другой  наукѣ  оставлять  постоянно  доцентомъ,  заграждая 
ему  путь  къ  профессурѣ;  равно  несправедливо  —  доцента,  раз¬ 
дѣляющаго  предметы  обширной  каѳедры  съ  профессоромъ,  ока¬ 
завшаго  существенныя  услуги  наукѣ  и  удовлетворившаго  всѣмъ 
требованіямъ  для  занятія  профессорской  каѳедры,  удерживать 
въ  званіи  доцента  до  тѣхъ  поръ,  пока  не  оставитъ  каѳедры 
профессоръ,  ее  занимающій.  Во  избѣжаніе  этихъ  несправедли¬ 
востей,  совѣтъ  московскаго  университета  предлагаетъ  слѣдую- 
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щую  мѣру:  повышать  такихъ  доцентовъ  въ  званіе  профессора 
въ  томъ  случаѣ,  если  въ  факультетѣ  открываются  профессор¬ 
скія  вакансіи,  но  нѣтъ  кандидатовъ  для  ихъ  замѣщенія;  или 
же,  даже  въ  случаѣ  если  нѣтъ  вакансій,  не  останавливая  по¬ 
вышенія  доцентовъ,  производить  имъ  при  такомъ  повышеніи 
добавочное  содержаніе  изъ  спеціальныхъ  средствъ  универси¬ 
тета. 

Совѣтъ  министра,  по  обсужденіи  вышеизложенныхъ  вопро¬ 
совъ,  возбужденныхъ  совѣтомъ  московскаго  университета,  и  мнѣ¬ 
ній,  высказанныхъ  по  поводу  сихъ  вопросовъ  совѣтами  про¬ 
чихъ  университетовъ,  пришелъ  къ  слѣдующимъ  заключеніямъ: 

По  первому  вопросу.  Такъ-какъ  въ  положеніи  объ  ис¬ 
пытаніяхъ  на  ученыя  степени  установлены  разряды  магистровъ 
и  докторовъ  не  по  всѣмъ  университетскимъ  каѳедрамъ,  то  тре¬ 
бованіе  §  68  общ.  уст.  унив.  относительно  соотвѣтствія  сте¬ 
пени  доктора  наименованію  каѳедры  должно  быть  понимаемо  не 
въ  тѣсномъ  смыслѣ  отдѣльныхъ  разрядовъ  наукъ,  которые  уста¬ 
новлены  собственно  для  ученыхъ  степеней,  а  въ  обширномъ 
смыслѣ  разряда  наукъ  цѣлаго  факультета,  и  посему  достаточ¬ 
но,  если  кандидатъ,  предлагаемый  въ  преподаватели,  будетъ 
имѣть  ученую  степень  по  одной  изъ  наукъ  факультета,  къ  ко¬ 
торому  относится  предметъ  его  преподаванія.  Притомъ  ученая 
степень  составляетъ  для  обладающаго  ею  не  право  на  то,  что¬ 
бы  быть  преподавателемъ,  а  лишь  необходимое  для  того  усло¬ 
віе,  право  же  на  преподаваніе  того  или  другаго  предмета  пріо¬ 
брѣтается  спеціальною  подготовкою  по  избранному  предмету, 
о  которой  свидѣтельствуютъ  ученые  по  оному  труды,  что  и 
должно  быть  главнымъ  образомъ  принимаемо  во  вниманіе  при 
избраніи  преподавателей  какъ  въ  факультетахъ,  такъ  и  въ 
совѣтѣ. 

По  второму  вопросу.  Справедливость  требуетъ  ураваять 
виды  на  повышеніе  всѣхъ  достойныхъ  экстра-ординарныхъ  про- 
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фессоровъ  по  всѣмъ  факультетамъ  въ  званіе  профессоровъ  ор¬ 
динарныхъ.  А  дабы  доставить  каждому  факультету  равномѣр¬ 
ную  возможность  ходатайствовать  о  такомъ  повышеніи  своихъ 
членовъ,  необходимо  установить  по  факультетамъ  одинаковое 
отношеніе  числа  ординарныхъ  профессоровъ  къ  числу  профес¬ 
соровъ  экстра-ординарныхъ,  принявъ  въ  основаніе  число  про¬ 
фессорскихъ  званій  по  каждому  факультету,  назначенное  уста¬ 
вомъ,  при  чемъ  общее  число  профессоровъ  ординарныхъ  и 
экстра-ординарныхъ  по  всѣмъ  факультетамъ  вмѣстѣ  должно  со¬ 
отвѣтствовать  числу  тѣхъ  и  другихъ ,  положенному  штатами 
университетовъ.  Вслѣдствіе  этого  число  ординарныхъ  и  экстра¬ 
ординарныхъ  профессоровъ  по  факультетамъ  университетовъ— 
с.-петербургскаго,  московскаго,  харьковскаго,  казапскаго  и  св. 
Владиміра  надлежитъ  распредѣлить  такимъ  образомъ: 


Факультеты: 

Орд.  проф. 

Экстр.-орд 

Историко-филологическій  . 

8 

4. 

Физико-математическій  . 

11 

5. 

Юридическій . 

9 

4. 

Медицинскій . 

11 

5. 

Восточныхъ  языковъ.  . 

6 

3. 

Что-же  касается  новороссійскаго  университета,  то  такъ-какъ, 
по  дѣйствующему  нынѣ  временному  штату  онаго,  экстра-орди¬ 
нарныхъ  профессоровъ  положено  тремя  менѣе  (т.  е.  10  вмѣ¬ 
сто  13-ти)  противъ  штата  постояннаго,  одинаковаго  со  шта¬ 
тами  прочихъ  университетовъ,  то  до  введенія  постояннаго  шта¬ 
та  отношеніе  числа  ординарныхъ  профессоровъ  къ  числу  экстра¬ 
ординарныхъ  по  тремъ  факультетамъ  этого  университета  распре¬ 
дѣлится  такимъ  образомъ: 

Факультеты:  Орд.  проф. 

Историко-филологическій  .  .  8 

Физико-математическій  ...  Ц 
Юридическій .  9 


Экстр. -орд. 

3. 

4. 

3. 
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Само  собою  разумѣется,  что  означенное  распредѣленіе  про¬ 
фессорскихъ  званій  по  факультетамъ  не  устраняетъ  предостав¬ 
леннаго  университетамъ  права  повышать  достойныхъ  препода¬ 
вателей  въ  званіе  ординарныхъ  или  экстра-ординарныхъ  про¬ 
фессоровъ,  на  основаніи  §  21  общ.  уст.  унив.,  съ  производ¬ 
ствомъ  имъ  содержанія  на  основаніи  §  109,  пункта  ж  того- 
же  устава,  изъ  спеціальныхъ  средствъ. 

По  третьему  вопросу.  Совѣтъ  министра  полагалъ  впол¬ 
нѣ  согласиться  относительно  этого  вопроса  съ  соображеніями, 
высказанными  совѣтомъ  московскаго  университета. 

Опредѣлено:  Вышеизложенныя  заключенія  совѣта  министра 
народнаго  просвѣщенія  сообщить:  а)  г.  попечителю  московскаго 
учебнаго  округа  —  для  предложенія  совѣту  московскаго  универ¬ 
ситета  въ  разрѣшеніе  возбужденныхъ  имъ  вопросовъ,  и  б)  гг. 
попечителямъ  с.-петербургскаго,  харьковскаго,  казанскаго,  кіев¬ 
скаго  и  одесскаго  учебныхъ  округовъ  —  для  предложенія  совѣ¬ 
тамъ  подвѣдомыхъ  имъ  университетовъ  къ  исполненію  и  руко¬ 
водству  ». 

Опр.  Сообщить  въ  факультеты  къ  исполненію  и  руководству. 

Ст.  11.  Отъ  1  февраля  за  «№  380:  «10-го  октября  1868  г. 
харьковское  окружное  начальство  сообщило  министерству  мнѣ¬ 
ніе  совѣта  харьковскаго  университета  но  предположенію  с.-пе¬ 
тербургскаго  университета  о  распредѣленіи  преподаванія  въ  от¬ 
дѣленіи  естественныхъ  наукъ  физико-математическаго  факуль¬ 
тета,  съ  установленіемъ  общихъ  и  спеціальныхъ  курсовъ. 

Предположеніе  это,  по  полученіи  мнѣній  отъ  другихъ  попе¬ 
чителей  учебныхъ  округовъ  и  по  особымъ  обстоятельствамъ  дѣ¬ 
ла,  г.  министръ  народнаго  просвѣщенія  призналъ  необходимымъ 
внести  въ  совѣтъ  министра  народнаго  просвѣщенія,  для  сов¬ 
мѣстнаго  обсужденія  съ  ходатайствомъ  совѣта  казанскаго  уни¬ 
верситета,  о  раздѣленіи  физико-математическаго  факультета 
онаго  на  спеціальныя  отдѣленія. 
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Нынѣ  г.  министръ  народнаго  просвѣщенія,  препровождая 
прилагаемый  при  семъ  печатный  экземпляръ  журнала  совѣта, 
состоявшагося  13  декабря  1568  года  за  Л®  36,  въ  ст.  II 
котораго  изложено  заключеніе  совѣта  министра  по  вышеизъяс- 
ненному  предмету,  —  предложеніемъ  отъ  18  минувшаго  янва¬ 
ря  за  №  549,  проситъ  пун.  1-й  помянутаго  заключенія  пред¬ 
ложить  совѣту  харьковскаго  университета  къ  исполненію. 

О  чемъ  имѣю  честъ  увѣдомить  совѣтъ  университета  къ  над¬ 
лежащему  исполненію  въ  разрѣшеніе  представленія  отъ  3  ок¬ 
тября  1866  года  за  №  646». 

Въ  приложенной  ст.  2-й  журнала  совѣта  министра  народ¬ 
наго  просвѣщенія  заключается  слѣдующее: 

«Слушали:  (ст.  II)  дѣло  департамента  народнаго  просвѣще¬ 
нія  о  спеціализаціи  преподаванія  въ  физико-математическихъ 
факультетахъ  университетовъ. 

Дѣло  это  возникло  по  нижеслѣдующимъ  обстоятельствамъ. 
Управляющій  с.-петербургскимъ  учебнымъ  округомъ,  отъ  7  мая 
1866  года  за  №  1718,  представилъ  на  благоусмотрѣніе  ми¬ 
нистра  народнаго  просвѣщенія  предположеніе  с.-петербургскаго 
университета  о  распредѣленіи  преподаванія  въ  отдѣленіи  есте¬ 
ственныхъ  наукъ  физико-математическаго  факультета,  съ  уста¬ 
новленіемъ  общихъ  и  спеціальныхъ  курсовъ ,  а  г.  попечитель 
казанскаго  учебнаго  округа,  отъ  17  августа  того-же  года  за 
^2  261,  вошелъ  въ  министерство  съ  представленіемъ  о  раздѣ¬ 
леніи  физико-математическаго  факультета  казанскаго  универси¬ 
тета  на  спеціальныя  отдѣленія.  Предположеніе  с.-петербургска¬ 
го  университета  признано  было  нужнымъ  предварительно  под¬ 
вергнуть  обсужденію  совѣтовъ  прочихъ  университетовъ,  съ  мнѣ¬ 
ніями  которыхъ  дѣло  это  было  передано  на  разсмотрѣніе  уче¬ 
нию  комитета,  а  передъ  тѣмъ  было  препровождено  на  разсмо¬ 
трѣніе  онаго  и  помянутое  представленіе  г.  попечителя  казан¬ 
скаго  учебнаго  округа.  Ученый  комитетъ,  изложивъ  замѣчанія 
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на  предположеніе  с-петербургскаго  и  казанскаго  университетовъ, 
между  прочимъ  полагалъ,  что,  при  одинаковомъ  значеніи  уни¬ 
верситетскаго  курса  преподаванія,  при  однихъ  и  тѣхъ-же  предме¬ 
тахъ,  преподаваемыхъ  въ  физико-математическихъ  факультетахъ, 
не  должно  быть  слишкомъ  рѣзкаго  различія  между  нашими  уни¬ 
верситетами  въ  отношеніи  подраздѣленія  означенныхъ  факуль¬ 
тетовъ,  и  что  при  этомъ  не  должно  быть  допускаемо  прежде¬ 
временной  крайней  спеціализаціи  занятій  студентовъ.  При 
этомъ  ученый  комитетъ  выразилъ  мысль,  что  было  бы  полезно, 
если-бы  подраздѣленіе  факультетовъ  на  отдѣленія  послѣдовало 
на  основаніи  общихъ  по  сему  предмету  соображеній  и,  по  воз¬ 
можности,  соглашеній  совѣтовъ  всѣхъ  университетовъ  въ  осо¬ 
бой  коммиссіи,  чрезъ  вызовъ  депутатовъ,  или  другимъ  спосо¬ 
бомъ.  Вслѣдствіе  сего  вопросъ  о  спеціализаціи  преподаванія  въ 
физико-математическихъ  факультетахъ,  по  распоряженію  ми¬ 
нистра  народнаго  просвѣщенія^  былъ  обсужденъ  въ  особой  ком¬ 
миссіи  изъ  университетскихъ  профессоровъ,  прибывшихъ  въ  де¬ 
кабрѣ  1867  года,  въ  С.-Петербургъ,  на  съѣздъ  естествоиспы¬ 
тателей.  Еоммиссія,  признавъ  нужнымъ  разрѣшить  предложен¬ 
ный  ей  вопросъ  сперва  въ  принципѣ,  а  потомъ  уже  въ  подроб¬ 
ностяхъ,  постановила  сперва  рѣшить  вопросъ  о  томъ:  1)  нуж¬ 
на  ли  бблыпая  спеціализація  занятій  студентовъ  противъ  той, 
какая  можетъ  быть  достигнута  при  современномъ  раздѣленіи 
физико-математическихъ  факультетовъ  на  два  отдѣленія  —на  от¬ 
дѣленіе  математическихъ  и  на  отдѣленіе  естественныхъ  наукъ? 
Коммиссія  разрѣшила  этотъ  вопросъ  положительно ,  основываясь 
на  слѣдующихъ  соображеніяхъ.  Требованіе  отъ  студентовъ  по¬ 
дробныхъ  знаній  въ  одинаковомъ  объемѣ  по  всѣмъ  отраслямъ, 
входящимъ  въ  то  или  другое  отдѣленіе  физико-математическа¬ 
го  факультета,  не  дозволяетъ  имъ  сосредоточивать  свои  силы 
надъ  изученіемъ  болѣе  ограниченнаго  круга  предметовъ;  вслѣд¬ 
ствіе  чего ,  сравнительно  съ  числомъ  учащихся ,  университеты 
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доставляютъ  довольно  незначительное  число  спеціалистовъ.  Сое¬ 
диненіе  большаго  количества  разнородныхъ  спеціальныхъ  лекцій, 
обязательныхъ  для  каждаго  студента  отдѣленія ,  особенно  пре¬ 
пятствуетъ  практическимъ  занятіямъ  студентовъ,  а  только  од¬ 
ни  эти  занятія  и  могутъ  повести  къ  отчетливому  уразумѣнію 
предмета  и  къ  полному  ознакомленію  съ  научными  методами. 
При  большей  спеціализаціи  занятій  студентовъ  наукою,  можно  бы¬ 
ло  бы  требовать  отъ  нихъ  обязательныхъ  практическихъ  заня¬ 
тій  наукою,  что  въ  настоящее  время  почти  невозможно.  При 
переводныхъ  испытаніяхъ,  равно  какъ  и  при  окончательномъ 
испытаніи  на  степень  кандидата  и  па  званіе  дѣйствительнаго 
студента,  могли  бы  оцѣниваться  одинаково  съ  устными  отвѣ¬ 
тами  и  практическія  работы  студентовъ.  Такимъ  образомъ  окон¬ 
чательный  экзаменъ  необходимо  сдѣлался  бы  болѣе  обстоятель¬ 
нымъ  и  строгимъ.  Задавъ  себѣ  потомъ  2-й  вопросъ  —  о  томъ, 
до  какой  степени  можетъ  быть  доведена  спеціализація  пред¬ 
метовъ  и  было  ли  бы  полезно  подраздѣлить  существующія  два 
отдѣленія  физико-математическаго  факультета  на  болѣе  спе¬ 
ціальные  отдѣлы  съ  1  -го  курса  —  коммиссія  пришла  къ  едино¬ 
гласному  рѣшенію,  что  дальнѣйшее  подраздѣленіе  двухъ  суще¬ 
ствующихъ  отдѣленій  означеннаго  факультета  можетъ  съ  поль¬ 
зою  для  студентовъ  начинаться  только  съ  3-го  курса.  При  э- 
томъ  коммиссія  постановила ,  что  было  бы  желательно ,  чтобы 
въ  первыхъ  двухъ  курсахъ  обоихъ  разрядовъ  были  читаемы 
предметы  общіе  и  основные,  необходимые  для  каждаго  изъ  обо¬ 
ихъ  отдѣленій.  Не  говоря  уже  о  такихъ  предметахъ ,  какъ  на¬ 
примѣръ  опытная  физика,  которая  необходима  какъ  для  астро¬ 
нома,  такъ  и  для  ботаника  или  зоолога,  по  мнѣнію  коммиссіи, 
было  бы  желательно,  чтобы  студентъ,  посвятившій  себя  спе¬ 
ціальнымъ  занятіямъ,  напримѣръ  ботаникою,  имѣлъ  основатель¬ 
ныя  ,  если  не  спеціальныя ,  знанія  въ  зоологіи ,  минералогіи , 
химіи  и  другихъ  основныхъ  предметахъ  отдѣленія.  Выслушавъ 
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въ  двухъ  первыхъ  курсахъ  общіе  и  основные  предметы  того 
или  другаго  отдѣленія,  студентъ  испытаетъ  свои  силы  и  со¬ 
знательно  изберетъ  для  себя  спеціальныя  занятія,  теоретическія 
или  практическія, —  что  почти  невозможно  для  студента,  только- 
что  вступившаго  изъ  гимназіи  въ  университетъ.  Признавъ  та¬ 
кимъ  образомъ,  во-первыхъ,  пользу  большей  спеціализаціи  за¬ 
нятій  студентовъ,  и  во-вторыхъ,  пользу  такой  спеціализаціи 
только  съ  3-го  курса,  коммиссія  разсмотрѣла  3-й  вопросъ:  не¬ 
обходимо  ли  однообразіе  въ  раздѣленіи  предметовъ  во  всѣхъ 
физико-математическихъ  факультетахъ  нашихъ  университетовъ? 
По  этому  вопросу  коммиссія  пришла  къ  отрицательному  рѣше¬ 
нію,  по  слѣдующимъ  соображеніямъ.  Спеціализаціи  занятій  сту¬ 
дентовъ  можно  достигнуть  различными  способами:  раздѣленіемъ 
факультета  на  большее  число  отдѣленій,  распредѣленіемъ  обя¬ 
зательныхъ  практическихъ  занятій  студентовъ ,  группированіемъ 
предметовъ  на  испытаніяхъ,  распредѣляя  ихъ  на  главные  и 
вспомогательные,  и  т.  д.  Хотя  всѣ  эти  способы  ведутъ  къ  од¬ 
ной  и  той-же  цѣли,  трудно  однако  рѣшить  а  ргіогі  —  который 
изъ  сихъ  способовъ  лучше.  Изъ  мнѣній,  высказанныхъ  физико- 
математическими  факультетами  разныхъ  университетовъ,  видно, 
что  то  или  другое  подраздѣленіе,  принятое  факультетомъ,  вы¬ 
текало  изъ  мѣстныхъ  потребностей  и  научныхъ  средствъ  фа¬ 
культета.  Однообразіе  распредѣленія  предметовъ  могло  бы  раз¬ 
рушить  уже  существующій  порядокъ  занятій  профессоровъ  и 
студентовъ,  установившійся  не  вслѣдствіе  предвзятыхъ  мнѣній, 
но  вытекшій  изъ  историческаго  развитія  факультета.  Дальнѣй¬ 
шее  развитіе  факультетовъ,  выражающееся  въ  спеціализаціи  пред¬ 
метовъ,  по  мнѣнію  большинства  членовъ  коммиссіи,  только  тог¬ 
да  будетъ  удовлетворено,  когда  оно  будетъ  или  дальнѣйшимъ 
развитіемъ  того  порядка  занятій,  который  уже  установился  въ 
физико  -  математическомъ  факультетѣ  того  или  другаго  универ¬ 
ситета,  или  когда  оно  будетъ  вызвано  особыми  условіями.  Одно- 
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обравіе  было  бы,  во  всякомъ  случаѣ,  болѣе  видимымъ,  чѣмъ 
дѣйствительнымъ.  Неизбѣжное  разнообразіе  будетъ  тѣмъ  чаще 
повторяться,  чѣмъ  болѣе  на  факультетѣ  будетъ  профессоровъ, 
самостоятельно  разработывающихъ  науку.  Самостоятельныя  за* 
нятія  профессора  имѣютъ  обыкновенно  сильное  вліяніе  на  его 
чтенія,  на  занятія  его  слушателей,  и  профессоръ,  самостоятель¬ 
но  занимающійся  своимъ  предметомъ,  всегда  придастъ  своимъ 
лекціямъ  особый  характеръ,  по  большей  части  отличный  отъ 
характера  лекцій  того-же  предмета  въ  другомъ  университетѣ. 
По  сему  коммиссія,  дорожа  самостоятельнымъ  научнымъ  разви¬ 
тіемъ  физико-математическихъ  факультетовъ,  полагала,  что  са¬ 
мимъ  факультетамъ  должно  быть  предоставлено  право  или  у- 
держивать  существующій  порядокъ  раздѣленія  физико-матема¬ 
тическихъ  факультетовъ  на  два  отдѣленія,  или  идти  къ  даль¬ 
нѣйшему  раздѣленію  факультета  съ  цѣлію  спеціализаціи  заня¬ 
тій  студентовъ  въ  томъ  или  другомъ  видѣ.  Такое  рѣшеніе 
предложеннаго  вопроса,  по  мнѣнію  большинства  членовъ  ком¬ 
миссіи,  совершенно  согласно  съ  нынѣ  дѣйствующимъ  уставомъ 
университетовъ,  который  предоставляетъ  иниціативу  раздѣленія 
факультетовъ  самимъ  университетамъ. 

По  обсужденіи  вышеизложенныхъ  соображеній  и  заключеній 
коммиссіи,  совѣтъ  министра,  принявъ  во  вниманіе ,  что  устрой¬ 
ство  общихъ  и  спеціальныхъ  курсовъ  въ  физико  -  математиче¬ 
скихъ  факультетахъ  по  сущности  своей  относится  къ  числу 
предметовъ  занятій  университетскаго  совѣта,  означенныхъ  въ 
§  42,  л.  А  п.  1-мъ  общ.  уст.  унив.  и  притомъ  предостав¬ 
ленныхъ  утвержденію  совѣта,  полагалъ:  1)  окончательное  рѣ¬ 
шеніе  предположеній  по  устройству  таковыхъ  курсовъ,  съ  цѣ¬ 
лію  спеціализаціи  занятій  студентовъ,  предоставить  усмотрѣнію 
совѣтовъ ,  но  съ  тѣмъ,  чтобы  спеціализація  профессорскихъ  лек¬ 
цій  и  занятій  студентовъ  отнюдь  не  имѣла  характера  раздѣ¬ 
ленія  факультета  на  отдѣленія;  чтобы  она  начиналась  не  прежде, 
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какъ  съ  3-го  курса,  и  чтобы  въ  двухъ  первыхъ  курсахъ  были 
читаемы  въ  нынѣ  существующихъ  отдѣленіяхъ  факультета  пред¬ 
меты  общіе  и  основные,  необходимые  для  каждаго  изъ  сихъ 
отдѣленій.  2)  Предоставить  совѣтамъ  с.-петербургскаго  и  ка¬ 
занскаго  университетовъ  утвердить,  на  изложенныхъ  основаніяхъ, 
предположенія  сихъ  университетовъ  относительно  распредѣленія 
преподаванія  въ  физико  -  математическихъ  факультетахъ ,  и  при 
этомъ:  а)  предложить  совѣтамъ  сихъ  двухъ  университетовъ  при¬ 
нять  въ  соображеніе  замѣчанія  ученаго  комитета  о  помянутыхъ 
предположеніяхъ,  и  сверхъ  того,  б)  совѣту  с.-петербургскаго 
университета  предложить  къ  исполненію  измѣненіе  3-го  пункта 
предположенія,  по  нижеслѣдующему  соображенію.  Въ  означен¬ 
номъ  пунктѣ  сказано:  «сверхъ  того  (т.  ѳ.  сверхъ  обязательна¬ 
го  испытанія  изъ  общихъ  курсовъ  для  всѣхъ  студентовъ  при 
окончаніи  курса),  отъ  каждаго  ищущаго  степени  кандидата  по 
этому  отдѣленію  требуется  испытаніе  изъ  двухъ  спеціальныхъ 
курсовъ,  согласно  распредѣленію».  Изъ  этого  можно  заключить, 
что  для  студентовъ,  желающихъ  ограничиться  при  окончаніи 
курса  званіемъ  дѣйствительнаго  студента,  спеціальные  курсы  не 
обязательны,  или  что  выдержавшіе  окончательный  экзаменъ  изъ 
общихъ  курсовъ  съ  отличными  отмѣтками  не  могутъ  быть  удо¬ 
стоены  степени  кандидата,  и  такимъ  образомъ  студенты  есте¬ 
ственнаго  разряда  физико-математическаго  факультета  подраз¬ 
дѣляются  на  двѣ  категоріи  по  роду  требованій  отъ  нихъ  при 
окончательномъ  испытаніи.  Такъ-какъ  эта  мѣра  не  можетъ  быть 
допущена^ по  сущности  университетскаго  образованія,  то  спе¬ 
ціальные  курсы  должны  быть  обязательны  для  всѣхъ  студен¬ 
товъ,  и  потому  означенный  3-й  пунктъ  надлежитъ  изложить 
такъ:  сверхъ  того,  отъ  каждаго  оканчивающаго  курсъ  требует¬ 
ся  испытаніе  изъ  двухъ  спеціальныхъ  курсовъ  согласно  распре¬ 
дѣленію. 
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Опредѣлено:  заключеніе  совѣта  министра  привести  въ 
исполненіе». 

Опр.  О  заключеніи  совѣта  министра  народнаго  просвѣщенія 
по  1-му  пункту  сообщить  въ  физико-математическій  факуль¬ 
тетъ  къ  исполненію. 

Ь)  ІІРЕДСТАвле нія  Факультетовъ. 

Ст.  12.  Историко-филологическій  факультетъ,  отъ  1  февраля 
за  №  5,  ходатайствуетъ  о  напечатаніи  на  счетъ  университета 
одобреннаго  факультетомъ  сочиненія  проф.  Надлера:  «Культур¬ 
ная  жизнь  арабовъ  въ  первые  вѣка  Геджиры  (622—  1100) 
и  ея  выраженіе  въ  поэзіи  и  искусствѣ».  —  Опр.  Напечатать 
означенное  сочиненіе  въ  приложеніяхъ  къ  протоколамъ  совѣт¬ 
скихъ  засѣданій. 

Ст.  13.  Представленіе  того-же  факультета,  отъ  1  февраля 
за  №  8,  объ  удостоеніи  онымъ  Клементія  Лучицкаго  степени 
кандидата. — Опр.  Утвердивъ  г.  Лучицкаго  въ  степени  канди¬ 
дата,  выдать  ему  установленный  дипломъ. 

Ст.  14.  Тотъ-же  факультетъ,  отъ  28  января  за  №  2,  хо¬ 
датайствуетъ  о  принятіи  студентовъ  Михаила  Хныкипа  и  Гри¬ 
горія  Холоднаго  на  вакантныя  стипендіи,  учрежденныя  для 
приготовленія  учителей  въ  западный  край  Россіи.  —  Опр.  Удо¬ 
стоивъ  поименованныхъ  студентовъ  принятія  на  означенныя  сти¬ 
пендіи  ,  просить  правленіе  сдѣлать  по  этому  предмету  надле¬ 
жащее  распоряженіе. 

Ст.  1  5.  Представленіе  того-же  факультета  о  томъ,  что  къ 
назначенію  депутатомъ  отъ  университета  для  принятія  участія 
въ  засѣданіяхъ  археологическаго  съѣзда  въ  Москвѣ  избранъ 
факультетомъ  орд.  проф.  Лавровскій  2-й. 

При  этомъ  члены  совѣта  Сокальскій  и  Каченовскій  заявили, 
что  доцентъ  Потебня,  какъ  членъ  археологическаго  общества, 
желаетъ  участвовать  въ  засѣданіяхъ  онаго;  на  это  деканъ  исто- 
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рико-филологическаго  факультета  отвѣчалъ,  что  если  г.  Потебня 
заявитъ  это  желаніе  въ  факультетѣ,  то,  по  обсужденіи  онаго,  по¬ 
слѣдуетъ  отъ  факультета  представленіе  въ  совѣтъ.  —  Опр.  Вопросъ 
о  командированіи  проф.  Лавровскаго  2-го,  какъ  депутата  отъ 
университета  на  археологическій  съѣздъ  въ  Москвѣ,  равно  и 
о  назначеніи  доценту  Потебнѣ  пособія  для  поѣздки  въ  Москву 
на  археологическій  съѣздъ,  если  послѣдуетъ  представленіе  исто¬ 
рико-филологическаго  факультета  по  этому  предмету,  рѣшить 
въ  одномъ  изъ  слѣдующихъ  засѣданій  совѣта  посредствомъ  за¬ 
крытой  подачи  голосовъ. 

Ст.  16.  Физико-математическій  факультетъ,  отъ  13  января 
за  №  5,  представляетъ  проектъ  общества  испытателей  природы 
при  харьковскомъ  университетѣ,  который  и  доложенъ  въ  семъ 
засѣданіи. — Опр .  Одобривъ  означенный  проектъ,  просить  хо¬ 
датайства  г.  попечителя  объ  утвержденіи  онаго  установленнымъ 
порядкомъ. 

Ст.  17  и  18.  Тотъ-же  факультетъ  ходатайствуетъ  о  напе¬ 
чатаніи  въ  приложеніяхъ  къ  протоколамъ  совѣтскихъ  засѣданій 
отчета  стипендіата  Головачева  о  занятіяхъ  его  химіей  въ  пер¬ 
вое  полугодіе  1868  года  и  статью  его  «Объ  изомеріи»,  также 
статью  стипендіата  Гурова  «О  новооткрытыхъ  мѣстахъ  обна¬ 
женія  юрскихъ  осадковъ  по  линіи  харьковско-азовской  желѣз¬ 
ной  дороги». — Опр.  Напечатать  означенныя  статьи  въ  приложе¬ 
ніяхъ  къ  протоколамъ  совѣтскихъ  засѣданій. 

Ст.  19.  Представленіе  того-же  факультета,  отъ  4  февраля 
за  №  10,  объ  удостоеніи  онымъ  Степана  Гепчицкаго  степени 
кандидата  по  отдѣленію  математическимъ  наукъ. —  Опр .  Утвер¬ 
дить  г.  Ренчицкаго  въ  означенной  степени. 

Ст.  20.  Юридическаго  факультета,  отъ  20  января  за  №  2, 
объ  удостоеніи  онымъ  Демьяна  Булахъ  и  Владиміра  Кудашева 
степени  кандидата. — Опр.  Утвердивъ  поименованныхъ  лицъ  въ 
степени  кандидата,  выдать  имъ  установленные  дипломы. 


Ст.  21.  Того-же  факультета,  отъ  4  февраля  за  №  4:  «Сти¬ 
пендіатъ  университета,  кандидатъ  правъ  Ричардъ  Падеревскій , 
вошелъ  въ  факультетъ  съ  прошеніемъ  о  продленіи  ему  стипен¬ 
діи  съ  15  генваря  1869  года  еще  на  одинъ  годъ.  По  сдѣ¬ 
ланной  справкѣ  оказалось,  что  14  генваря  Падеревскому  истекъ 
двухъ-годичный  срокъ,  на  который  онъ  былъ  оставленъ  совѣ¬ 
томъ  университета  въ  качествѣ  стипендіата  для  приготовленія 
къ  преподавательской  должности.  Принимая  во  вниманіе,  что 
кандидатомъ  Падеревскимъ  въ  истекшемъ  году  оконченъ  сло¬ 
весный  экзаменъ  на  степень  магистра  и,  основываясь  на  томъ, 
что,  по  новому  положенію  о  стипендіяхъ,  окончившіе  курсъ  мо¬ 
лодые  люди,  оставляемые  при  университетѣ  съ  цѣлію  приготов¬ 
ленія  къ  профессорскому  званію,  могутъ  пользоваться  стипендіями 
до  трехъ  лѣтъ, — юридическій  факультетъ  имѣетъ  честь  хода¬ 
тайствовать  предъ  совѣтомъ  университета  о  продолженіи  Па¬ 
деревскому  стипендіи  еще  на  одинъ  годъ». 

Опр,  Принявъ  во  вниманіе  вышеизложенное  ходатайство  юри¬ 
дическаго  факультета  и  руководствуясь  §  8  положенія  о  сти¬ 
пендіяхъ  для  окончившихъ  курсъ  молодыхъ  людей,  оставляе¬ 
мыхъ  при  университетѣ  съ  цѣлью  приготовленія  къ  профессор¬ 
скому  званію,  совѣтъ  университета  постановилъ:  продолжить 
выдачу  стипендія  г.  Падеревскому  и  на  третій  годъ ,  о  чемъ 
сообщить  въ  правленіе  для  зависящаго  распоряженія. 

Ст.  22.  Медицинскій  факультетъ  ходатайствуетъ  объ  измѣ¬ 
неніи  нѣкоторыхъ  параграфовъ  клиническаго  положенія. — Опр , 
Одобривъ  предположеніе  медицинскаго  факультета  по  этому  пред¬ 
мету,  сооощить  о  семъ  въ  правленіе  для  зависящаго  распоря¬ 
женія. 

Ст.  23.  Тотъ-же  факультетъ  ходатайствуетъ,  по  случаю  пред¬ 
положеннаго  командированія  проф.  Станкевича  за  границу  съ 
ученою  цѣлію,  о  разрѣшеніи  ему  въ  настоящемъ  полугодіи  чи¬ 
тать  лекціи  фармакологіи  и  общей  терапіи  совмѣстно  студен- 
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тамъ  2  и  3  курсовъ. — Опр.  Одобривъ  предположеніе  медицин¬ 
скаго  факультета ,  увѣдомить  оный  объ  этомъ  для  зависящаго 
распоряженія. 

Ст.  24.  Тотъ-же  факультетъ  доноситъ  о  назначеніи  часовъ 
преподаванія  фармацевтической  физики  для  фармацевтовъ.  —  Опр . 
Принять  къ  свѣдѣнію. 

Ст.  25  и  26.  Тотъ-же  факультетъ  ходатайствуетъ  о  пере¬ 
мѣщеніи  помощника  прозектора,  лѣкаря  Скабичевскаго ,  на  ва¬ 
кантную  должность  ординатора  терапевтической  клиники  и  объ 
опредѣленіи  на  должность  помощника  прозектора  лѣкаря  Гирга - 
маиа.  —  Опр .  Подвергнуть  гг.  Скабичевскаго  и  Гиршмана  балло¬ 
тированію  въ  слѣдующемъ  засѣданіи  совѣта,  согласно  представ¬ 
ленію  медицинскаго  факультета. 

Ст.  27.  Того-же  факультета,  отъ  28  япваря  за  №  9:  «Въ 
засѣданіи  медицинскаго  факультета  23  января  сего  года  слу¬ 
шанъ  былъ  рапортъ  проф.  Грубе,  въ  которомъ  онъ  объясняетъ: 
По  уставу  университетовъ,  Высочайше  утвержденному  1863  г., 
къ  занимаемой  имъ  каѳедрѣ  факультетской  хирургической  кли¬ 
ники  отнесено  преподаваніе  оперативной  хирургіи,  топографи¬ 
ческой  анатоміи  и  десмургіи.  По  взаимному  соглашенію  между 
нимъ  и  проф.  Зарубинымъ,  десмургія  была  преподаваема  до 
настоящаго  академическаго  года  проф.  Зарубинымъ.  Но  теперь, 
при  открытіи  клиническихъ  отдѣленій  при  губернской  земской 
больницѣ,  завѣдываніе  которыми  поручено  профессору  теорети¬ 
ческой  хирургіи,  послѣдній  крайне  затрудняется  оставить  за 
собою  преподаваніе  десмургіи.  По  смыслу  устава,  она  должна 
перейдти  къ  каѳедрѣ  факультетской  хирургической  клиники. 
Между  тѣмъ  въ  концѣ  прошедшаго  семестра  на  проф.  Грубе 
возложено  завѣдываніе  терапевтическою  клиникою,,  п  тѣмъ  зна¬ 
чительно  увеличены  и  безъ  того  немалочисленныя  занятія  его, 
въ  чемъ  можно  убѣдиться,  бросивъ  только  взглядъ  на  распре¬ 
дѣленіе  часовъ  преподаванія  въ  4  и  5  курсахъ  медицинскаго 
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факультета.  Вслѣдствіе  этого,  онъ  вынужденъ  заявить  факуль¬ 
тету,  что,  при  настоящихъ  его  усложненныхъ  занятіяхъ ,  ежу 
не  представляется  никакой  возможности  принять  на  себя  пре¬ 
подаваніе  десмургіи  въ  наступающемъ  семестрѣ.  Имѣя  одна¬ 
кожъ  въ  виду,  что  ознакомленіе  студентовъ  8-го  курса  съ  этимъ 
предметомъ  крайне  желательно ,  такъ-какъ  уже  съ  перваго  се¬ 
местра  будущаго  академическаго  года  имъ  придется  войдти  въ 
клинику  въ  качествѣ  практикантовъ,  онъ  предлагаетъ  факуль¬ 
тету  поручить  въ  настоящемъ  году  чтеніе  десмургіи  приватъ- 
доценту  Дудукалову. 

Медицинскій  факультетъ,  признавая  вполнѣ  необходимымъ 
ознакомить  студентовъ  8  курса  съ  десмургіею  и  затрудняясь, 
при  теперешнихъ  обстоятельствахъ,  возложить  преподаваніе  этого 
предмета  на  кого-либо  изъ  своихъ  штатныхъ  преподавателей, 
имѣетъ  честь  просить  разрѣшенія  совѣта  университета  о  пору¬ 
ченіи  преподаванія  десмургіи  въ  настоящемъ  семестрѣ  приватъ- 
доценту  Дудукалову,  назначивъ  для  этого  въ  8  курсѣ  меди¬ 
цинскаго  факультета  2  часа  въ  недѣлю». 

Опр.  Одобривъ  вышеизложенное  предположеніе  медицинскаго 
факультета,  увѣдомить  оный  объ  этомъ  для  зависящаго  распо¬ 
ряженія. 

От.  28.  Тотъ  -же  факультетъ  ходатайствуетъ  о  томъ,  чтобы 
разрѣшено  было  опредѣлять  повивальную  бабку  и  фельдшеровъ 
на  опредѣленный  срокъ  (отъ  2  до  8  лѣтъ). — Опр .  Войдти  съ 
ходатайствомъ  къ  г.  попечителю  по  этому  предмету. 

Ст.  29.  Представленіе  того-же  факультета,  отъ  3  февр.  за  № 
12:  «Въ  засѣданіи  медицинскаго  факультета  2  дек.  1868  г.  проф. 
Щелковымъ  представленъ  былъ  рапортъ  слѣдующаго  содержанія: 
«По  случаю  увольненія  въ  отставку  г.  Маровскаго,  мѣсто  пре¬ 
подавателя  по  терапевтической  клиникѣ  остается  вакантнымъ. 
Пользуясь  правомъ,  предоставленнымъ  уставомъ  университетовъ, 
позволяю  себѣ  предложить  факультету  кандидатомъ  для  замѣще- 


4В 


нія  этой  должности  доктора  медицины  Валеріана  Григорьевича 
Лашкевича.  Г.  Лашкевичъ  родился  въ  1886  году;  окон¬ 
чивъ  курсъ  въ  подольской  семинаріи,  онъ  поступилъ  въ  Им¬ 
ператорскую  медико  -  хирургическую  академію  ,  гдѣ  окончилъ 
курсъ  докторантомъ,  получивъ  при  этомъ  премію  Буша  и  зо¬ 
лотую  медаль.  За  -  тѣмъ  онъ  былъ  опредѣленъ  ассистентомъ 
при  клиникѣ  проф.  Боткина  и  занималъ  эту  должность  три 
года.  Способности  и  усердныя  занятія  въ  теченіи  этого  време¬ 
ни  обратили  на  него  вниманіе  конференціи  медико-хирургиче¬ 
ской  академіи,  выразившееся  тѣмъ,  что,  по  защищеніи  имъ  док¬ 
торской  диссертаціи,  онъ  былъ  отправленъ  на  казенный  счетъ 
за  границу,  гдѣ  пробылъ  два  года.  Прошедшею  осенью  онъ 
возвратился  въ  Петербургъ  и  въ  послѣднее  время  получилъ,  по 
прочтеніи  пробныхъ  лекцій,  права  приватъ-доцента.  Рѣшаясь  ре¬ 
комендовать  факультету  доктора  Лашкевича  для  опредѣленія 
его  на  должность  клиническаго  преподавателя,  я  руководству¬ 
юсь  убѣжденіемъ,  что  факультетъ  найдетъ  въ  немъ  лице  впол¬ 
нѣ  подготовленное  въ  достойному  замѣщенію  этой  должности. 
Трехлѣтнее  пребываніе  въ  клиникѣ  нашего  знаменитаго  кли¬ 
нициста,  проф.  Боткина,  клиникѣ,  пользующейся  огромнымъ  ма¬ 
теріаломъ,  служитъ  уже  ручательствомъ  въ  знакомствѣ  докто¬ 
ра  Лашкевича  съ  практическою  медициной,  а  двухлѣтнее  пре¬ 
бываніе  его  за  границей  доставило  ему  возможность  ознако¬ 
миться  съ  лучшими  заграничными  клиницистами.  Нто  же  ка¬ 
сается  до  теоретическихъ  занятій  доктора  Лашкевича,  то  о 
нихъ  могутъ  свидѣтельствовать  его  самостоятельныя  изслѣдо¬ 
ванія;  изъ"  нихъ  мнѣ  извѣстны  слѣдующія: 

1.  Сравнительное  дѣйствіе  па  мшвотный  организмъ  марган¬ 
ца  и  желѣза.  Дисерт.  Медицинскій  Бѣстиикъ.  1866  г. 

2.  Ветегіиш^еп  йЬег  (Не  рііу8Іо1о§;І8с1іе  "ѴѴІгкип^  Пег  Са- 
Іаѣаг  -  Воііпе  (Рігаозідаіа  ѵепешшш).  Ѵігсіі  АгсЬ.  Ш.  35. 
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3.  Къ  ученію  о  всасываніи  кожи.  Медиц.  Вѣсти.  1866. 
№  4. 

4.  Причины  охлажденія  и  смерти  животныхъ  при  уничто¬ 
женіи  кожнаго  дыханія.  Медиц.  Вѣсти.  1868.  №  6. 

5.  Физіологическое  дѣйствіе  ціана.  АгсЬ.  Гиг  Апаіотіе  шій 
РЬузіоІо^іс.  1868.  №  5». 

Вмѣстѣ  съ  тѣмъ  было  доложено  предложеніе  департамента 
народнаго  просвѣщенія,  отъ  31  марта  1868  г.,  которымъ  со¬ 
общалось  о  возвращеніи  изъ-за  границы  доктора  медицины  Голь¬ 
ма,  отправленнаго  туда  въ  1865  году  на  счетъ  министерства 
народнаго  просвѣщенія  для  приготовленія  къ  профессорскому 
званію  по  госпитальной  терапевтической  клиникѣ. 

По  выслушаніи  упомянутыхъ  бумагъ,  факультетъ  положилъ 
разослать  ученые  труды  означенныхъ  выше  лицъ  для  разсмо¬ 
трѣнія  гг.  членамъ  факультета,  а  гг.  профессоровъ  Станкеви¬ 
ча,  Тихоновича,  Хронщевскаго  и  доцента  Залѣсскаго  просить 
представить  письменныя  о  нихъ  мнѣнія. 

По  разсмотрѣніи  означенныхъ  сочиненій  членами  факультета, 
въ  засѣданіи  30  января  настоящаго  года  выслушаны  были 
письменныя  мнѣнія,  представленныя  упомянутыми  членами,  и 
произведены  баллотировки  гг.  Лашкевича  и  Гольма  на  долж¬ 
ность  доцента  по  каѳедрѣ  терапевтической  клиники.  Въ  ре¬ 
зультатѣ  баллотированія  оказалось,  что  г.  Пашкевичъ  былъ  из¬ 
бранъ  единогласно,  а  г.  Гольмъ  получилъ  3  голоса  избира¬ 
тельныхъ  и  6  неизбирательныхъ. 

Донося  объ  этомъ  совѣту  университета,  медицинскій  факуль¬ 
тетъ  имѣетъ  честь  присовокупить,  что  докторъ  Гольмъ,  какъ 
не  занимающій  нигдѣ  преподавательской  должности ,  можетъ 
быть  подвергнутъ  баллотированію  на  должность  доцента  не  ина¬ 
че,  какъ  по  прочтеніи  имъ  требуемыхъ  §  69  устава  универси¬ 
тетовъ  пробныхъ  лекцій. 

Вмѣстѣ  съ  тѣмъ  факультетъ  имѣетъ  честь  препроводить  пись- 


45 


ценные  отзывы,  о  трудахъ  гг.  Лашкевича  и  Гольма,  профессо¬ 
ровъ  Станкевича,  Тихоновича,  Хронщевскаго  и  доцента  Залѣс- 
скаго. 

Отзывъ  ОРД.  ПРОФЕССОРА  СТАНКЕВИЧА. 

По  распоряженію  факультета,  я  разсмотрѣлъ  сочиненіе  г. 
Лашкевича  —  «Сравнительное  дѣйствіе  марганца  и  желѣза  на 
животный  организмъ»,  помѣщенное  въ  нумерахъ  14,  15,  16  и  17 
Медицинскаго  Вѣстника  за  1866  годъ. 

Опытному  рѣшенію  избраннаго  вопроса  авторъ  предпосылаетъ 
краткій  историческій  очеркъ  мнѣній  объ  отношеніи  марганца 
къ  животному  организму.  Изъ  него  видно,  что  по  настоящее 
время  марганецъ  относительно  физіологическаго  дѣйствія  счи¬ 
тается  сходнымъ  съ  желѣзомъ,  хотя  существуютъ  въ  наукѣ  от¬ 
дѣльные  факты,  доказывающіе  противное.  Такъ,  Ѳтеііп  наблю¬ 
далъ  при  отравленіи  кроликовъ  сѣрнокислымъ  желѣзомъ  обиль¬ 
ное  накопленіе  у  нихъ  желчи  по  всему  кишечному  каналу;  Ку¬ 
перъ —  случаи  паралича  нижнихъ  конечностей  у  работниковъ, 
занимающихся  измельченіемъ  пирулузита.  Эти  данныя  подали 
поводъ  автору  къ  предварительнымъ  опытамъ  надъ  марганцо¬ 
выми  соединеніями,  при  чемъ  онъ  замѣтилъ,  что  вскорѣ  послѣ 
впрыскиванья  марганцовыхъ  соединеній  лягушкамъ  у  нихъ  раз¬ 
вивается  полный  параличъ  и  остановка  сердца.  Для  дальнѣй¬ 
шихъ  сравнительныхъ  изслѣдованій  авторъ  избралъ  лимонноки¬ 
слыя  и  молочнокислыя  соединенія  марганца  и  желѣза.  Кромѣ 
того  употребляемы  были  также  хлористый  и  сѣрнокислый  мар¬ 
ганецъ.  За  симъ  слѣдуетъ  изложеніе  цѣлаго  ряда  опытовъ,  от¬ 
носящихся  къ  рѣшенію  вопроса. 

1.  Опыты  надъ  лягушками  (3,  2,  3),  которымъ  вводимъ 
былъ  подъ  кожу  растворъ  лимоннокислаго  марганца.  Спустя  5 
минутъ  у  нихъ  обнаруживалось  ослабленіе  движеній,  а  за-тѣмъ 
развивались  паралитическія  явленія. 
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2.  Опыты  надъ  лягушками  (4,  5,  6),  которымъ  инъециро¬ 
вано  было  желѣзо;  они  дали  отрицательный  результатъ. 

3.  Далѣе  слѣдуютъ  параллельные  опыты  съ  растворомъ  мо¬ 
лочнокислаго  марганца:  результаты  не  отличались  отъ  полу¬ 
ченныхъ  съ  лимоннокислою  его  солью;  равно  какъ  молочно¬ 
кислое  желѣзо  дало  результаты  отрицательные,  подобно  лимон¬ 
нокислому. 

4.  Соли  марганца  съ  неорганическими  кислотами  дали  ре¬ 
зультаты,  подобные  получаемымъ  отъ  растительнокислыхъ  со¬ 
лей  его. 

5.  За-тѣмъ  слѣдуютъ  опыты  надъ  теплокровными  животны¬ 
ми  —  кроликами  я  собаками,  которымъ  авторъ  инъецировалъ 
марганцовыя  соли  въ  внѣшнюю  яремную  вену.  Явленія  слѣдо¬ 
вали  быстро:  не  проходило  минуты,  какъ  наступали  судороги  во 
всемъ  тѣлѣ ,  зрачки  расширялись  и  чрезъ  2  минуты  кролики 
были  мертвы. 

6.  Хлористый  и  сѣрнокислый  марганецъ  дѣйствуютъ  точно 
такъ-же,  но  сильнѣе.  При  аутопсіи  собакъ,  погибавшихъ  на  4, 
5,  6  день,  автору  удавалось  замѣчать  очень  интересный  пато¬ 
логическій  процессъ,  именно — жировое  перерожденіе  печени,  раз¬ 
вивающееся  изъ  остраго  паренхиматознаго  воспаленія.  Это  пе¬ 
рерожденіе  развивалось  легче  при  введеніи  минерально  -  кис¬ 
лыхъ  солеи  марганца.  За  тѣмъ  слѣдуютъ  — 

7.  Опыты  относительно  токсическаго  эквивалента  марганца. 
Они  показали,  что  чѣмъ  больше  въ  данномъ  соединеніи  опре¬ 
дѣленнаго  вѣса  содержится  марганца,  тѣмъ  оно  дѣйствуетъ 
сильнѣе.  Послѣ  смерти  животныхъ  каждый  разъ  дѣлаемы  бы¬ 
ли  вскрытія,  постояннымъ  результатомъ  которыхъ  было  выше¬ 
упомянутое  измѣненіе  печени.  Изъ  нихъ  авторъ  выводитъ  за¬ 
ключеніе,  что  соединенія  марганца  имѣютъ  особенное  отноше¬ 
ніе  къ  ткани  печени,  и  что  страданіе  ея  находится  въ  такой 


же  связи  съ  марганцовыми  отравленіями ,  въ  какой  страданіе 
слюнныхъ  железъ  съ  отравленіями  ртутью. 

Прійдя  къ  заключенію,  на  чисто  опытномъ  основаніи,  что 
марганецъ  производитъ  ослабленіе  въ  сферѣ  движенія,  авторъ 
переходитъ  къ  другому  вопросу:  гдѣ  лежитъ  причина  парали¬ 
ча  и  чѣмъ  онъ  обусловливается.  Опыты,  относящіеся  сюда,  дѣ¬ 
лаемы  были  въ  лабораторіи  проф.  Сѣченова  и  состояли  въ 
томъ,  что  испытуемымъ  животнымъ  накладываемы  были  лига¬ 
туры  на  общіе  стволы  артерій  нижнихъ  конечностей;  изъ  этихъ 
опытовъ  видно,  что  марганецъ  поражаетъ  периферически-дви- 
жущій  аппаратъ. 

За-тѣм.ъ  слѣдуютъ  опыты  съ  цѣлью  рѣшить  вопросъ,  чтб 
именно  поражается— нервъ,  мышца,  или  то  и  другое  вмѣстѣ.  При 
этомъ  изложены  не  только  самые  опыты,  но  и  описана  форма 
ихъ.  Изъ  5  такихъ  опытовъ  оказывается,  что  марганецъ  есть 
ядъ,  убивающій  мышечную  раздражительность;  хотя  изъ  по¬ 
слѣднихъ  4  опытовъ  видно  также,  что  отравленный  нервъ  все¬ 
гда  представляетъ  пониженіе  раздражительности. 

За-тѣмъ  авторъ  обращается  къ  изслѣдованію  дѣятельности 
сердца  у  животныхъ  подъ  вліяніемъ  марганца.  Такихъ  опы¬ 
товъ  произведено  нѣсколько  и,  при  введеній  марганца  въ  кровь, 
сердце  постоянно  ослабѣвало  въ  силѣ  и  числѣ  ударовъ  до  со¬ 
вершенной  остановки;  желѣзо  же  въ  подобныхъ  опытахъ  уси¬ 
ливало  сердечную  работу.  Перерѣзка  блуждающихъ  нервовъ  не 
устраняетъ  ослабляющаго  вліянія  марганца  на  сердце. 

Дальше  идутъ  опыты  для  рѣшенія  вопроса:  въ  какой  сте¬ 
пени  подъ  вліяніемъ  марганца  измѣняется  среднее  давленіе 
крови  въ  артеріяхъ.  Ихъ  приведено  5.  Всѣ  они  доказываютъ, 
что  среднее  давленіе  крови  въ  артеріяхъ  падаетъ  значитель¬ 
но,  въ-особенности  же  тотчасъ  послѣ  впрыскиванья.  Спустя 
нѣкоторое  время,  цифра  средняго  давленія  поднимается,  но  ни¬ 
когда  не  достигаетъ  нормальнаго;  перерѣзка  блуждающихъ  нер- 
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вовъ  нисколько  не  измѣняетъ  хода  пониженія.  Желѣзо  оказы¬ 
ваетъ  противоположное  дѣйствіе,  что  доказано  уже  другими. 

Изслѣдованія  заключаются  опытами  надъ  дѣйствіемъ  марган¬ 
ца  на  обмѣнъ  веществъ;  для  нихъ  взяты  были  собаки,  при¬ 
нимавшія  опредѣленную  пищу.  Послѣ  періода  приспособленія 
имъ  давали  */4  грм.  сѣрнокислаго  марганца.  Двумя  способами  — 
титрированіемъ  и  разложеніемъ — было  опредѣляемо  количество 
мочевины,  и  найдено,  что  при  отсутствіи  въ  пищѣ  марганца 
количество  мочевины  было  8,407  грм.,  при  употребленіи  мар¬ 
ганца  11,272  грм.,  при  чемъ  (что  весьма  интересно)  вѣсъ 
животныхъ  увеличивался.  Авторъ  не  довольствовался  этимъ;  ему 
хотѣлось  знать,  чѣмъ  именно  вознаграждается  трата  азотистыхъ 
веществъ,  и,  изслѣдуя  кишечныя  испражненія  у  собакъ,  не- 
унотреблявшихъ  марганца,  и  за- тѣмъ  у  собакъ,  принимавшихъ 
его,  нашелъ,  что  у  первыхъ  находилось  въ  кишечныхъ  экскре¬ 
ментахъ  5%  азота,  а  у  послѣднихъ  4%.  Болѣе  рѣзкія  циф¬ 
ры  получены  при  опытахъ  съ  желѣзомъ,  а  именно  7%  и  572°/0. 
Но  такъ-какъ  въ  этихъ  опытахъ  не  выжданъ  былъ  періодъ 
приспособленія,  то  авторъ  самъ  предостерегаетъ,  что  на  полу¬ 
ченныя  цифры  полагаться  нельзя.  Въ  заключеніе  авторъ  дѣ¬ 
лаетъ  общіе  выводы,  упомянутые  выше. 

Я  считаю  липшимъ  распространяться  о  достоинствахъ  этой 
работы.  Краткое  содержаніе  ея  достаточно  говоритъ  въ  ея  поль¬ 
зу.  Такими  результатами  авторъ  обязанъ  избранному  имъ  для 
рѣшенія  задачи  физіологическому  методу.  Рѣшеніе  одной  болѣе 
общей  задачи  во  всей  ясности  поставляетъ  другія,  менѣе  об¬ 
щія,  пока  шагъ  за  шагомъ  вопросъ  не  обойденъ  былъ  кру¬ 
гомъ.  Самые  результаты  представляютъ  несомнѣнное  пріобрѣ¬ 
теніе  для  науки. 
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Отзывъ  ОРД.  профессора  Тихоновича. 

I. 

По  порученію  медицинскаго  факультета  я  разсмотрѣлъ  трудъ 
г.  Дашкевича — «О  причинѣ  смерти  лакированныхъ  животныхъ» 
и  имѣю  честь  представить  мое  мнѣніе  объ  этой  работѣ. 

Давно  уже  извѣстно  то  явленіе,  что  если  у  животнаго  уни¬ 
чтожить  кожную  перспирацію,  покрывъ  кожу  его  клеемъ,  ла¬ 
комъ,  гумми  или  другимъ  клейкимъ  веществомъ,  то  замѣчаемъ, 
что  оно  начинаетъ  безпокоиться,  сильно  дрожитъ,  пульсъ,  сна¬ 
чала  учащенный,  постепенно  замедляется,  температура  животна¬ 
го  понижается,  въ  мочѣ  появляется  бѣлокъ,  количество  уголь¬ 
ной  кислоты,  выдѣляемое  животнымъ,  упадаетъ  до  */6 — */„ 
части  нормальнаго  количества;  за*  тѣмъ  слѣдуетъ  смерть.  При 
вскрытіи  находятъ  сильное  переполненіе  кровью  кожныхъ  и 
подкожныхъ  сосудовъ,  гиперемію  легкихъ,  печени  и  почекъ,  из- 
литіе  въ  полости  плевры  и  брюшины.  Ѳтъ  чего  же  зависитъ 
этотъ  рядъ  болѣзненныхъ  явленій?  Разрѣшеніе  этого  вопроса 
занимало  уже  давно  умы  многихъ  врачей  и  было  даже  приду¬ 
мано  объясненіе  упомянутаго  явленія.  На  основаніи  смертнаго 
исхода  лакированныхъ  животныхъ,  старинные  врачи  вывели  за¬ 
ключеніе,  что  кожею  при  нормальномъ  состояніи  выдѣляется 
какое-то  ядовитое  вещество,  которое  при  непроходимости  кожи 
остается  въ  крови  и  можетъ  быть  причиною  смерти.  Эйден- 
гюзенъ  является  защитникомъ  этого  объясненія ,  разсматривая 
проблематическое  ядовитое  вещество,  какъ  тѣло  болѣе  или  ме¬ 
нѣе  сходственное  съ  аммоніакомъ.  Кромѣ  этого  объясненія  смерт¬ 
наго  исхода  лакированныхъ  животныхъ  существуетъ  еще  и  дру¬ 
гое.  Герлахъ  и  другіе  предполагали,  что  смерть  у  животныхъ 
покрытыхъ  лакомъ  наступаетъ  отъ  асфиксіи.  Но  оба  объясне¬ 
нія  были  приняты  физіологами  съ  большимъ  недовѣріемъ.  Ро- 


—  50 


зенталь,  Кюне,  Ранке  высказали  сомнѣніе  въ  существованій 
ядовитаго  вещества.  Кюне,  основываясь  на  наблюденіяхъ  надъ 
трупами  лакированныхъ  животныхъ,  не  вѣрилъ,  чтобы  смерть 
въ  этомъ  случаѣ  могла  произойдти  отъ  асфиксіи.  Далѣе  Ва¬ 
лентинъ  и  Шиффъ  замѣтили  оживляющее  дѣйствіе  высшей  тем¬ 
пературы  на  лакированныхъ  животныхъ.  Наконецъ  приписывали 
довольно  важное  участіе  въ  смерти  животныхъ  вредному  дѣй¬ 
ствію  самой  покрышки,  влекущей  за  собою  неизбѣжное  сжатіе 
органовъ,  а  слѣдовательно  разстройство  питанія.  И  такъ,  мы 
видимъ,  что  вопросъ  о  причинѣ  смерти  лакированныхъ  живот¬ 
ныхъ,  не  смотря  на  работы  лучшихъ  физіологовъ,  остался  не¬ 
рѣшеннымъ. 

Это  побудило  г.  Пашкевича  предпринять  цѣлый  рядъ  опы¬ 
товъ  съ  цѣлію  разъясненія  этого  загадочнаго  явленія.  Работы 
его  были  произведены  надъ  кроликами  въ  лабораторіи  Дю-Буа- 
Реймона.  Для  покрытія  ихъ  кожи  онъ  употреблялъ  асфальто¬ 
вый  лакъ,  маслянный  лакъ  и  обыкновенный  клей.  Прежде  все¬ 
го  онъ  гематоксилиновою  и  обыкновенною  красною  бумажкою 
явственно  доказалъ,  что  летучая  щелочь  Эйденпозена  встрѣча¬ 
ется  какъ  у  нормальныхъ,  такъ  и  лакированныхъ  животныхъ 
и  есть  продуктъ  разложенія  волосъ  и  ефейепшсііз.  Слѣдова¬ 
тельно,  эта  щелочь  не  есть  что-нибудь  не  нормальное.  Далѣе 
при  помощи  микроскопа,  спектральнаго  аппарата  и  впрыскива¬ 
нія  крови,  взятой  отъ  животныхъ  покрытыхъ  лакомъ,  здоро¬ 
вымъ,  онъ  доказалъ  какъ  совершенное  сходство  крови  лаки¬ 
рованныхъ  и  здоровыхъ  животныхъ,  такъ  и  отсутствіе  особен¬ 
наго  ядовитаго  вещества  въ  крови  лакированныхъ.  Предполо¬ 
женіе  Герлаха  онъ  опровергнулъ,  помѣщая  животное  въ  атмо¬ 
сферу  водорода  или  озона,  при  чемъ  къ  легкимъ  животнаго 
былъ  однакоже  свободный  доступъ  воздуха.  Въ  такомъ  аппа¬ 
ратѣ  животное  оставалось  безъ  вреда  6  часовъ.  Отсюда  ав¬ 
торъ  совершенно  основательно  заключаетъ,  что  уничтоженіе  га- 
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зоваго  обмѣна  кожи  остается  безъ  вліянія  на  животное.  Далѣе,, 
при  помощи  термометрическихъ  и  калориметрическихъ  измѣре¬ 
ніи,  произведенныхъ  надъ  лакированными  животными,  а  также 
надъ  отдѣльными  частями  ихъ  кожи,  онъ  доказалъ,  что  всѣ 
явленія,  наступающія  у  животныхъ  вслѣдъ  за  уничтоженіемъ 
кожной  перспираціи,  сводятся  на  увеличенный  тепловой  рас¬ 
ходъ.  Наконецъ  онъ  весьма  остроумно  объяснилъ  условія  ска¬ 
заннаго  охлажденія  расширеніемъ  кожныхъ  и  подкожныхъ  со¬ 
судовъ.  И  такъ,  мы  видимъ,  что  задача,  которою  задался  г. 
Лашкевичъ,  рѣшена  имъ  окончательно,  добросовѣстно  (онъ  де¬ 
монстрировалъ  работу  Дю-Буа-Реймоиу  и  Розенталю),  а  пото¬ 
му  трудъ  его  заслуживаетъ  всевозможной  похвалы. 

II. 

По  порученію  медицинскаго  факультета,  я  разсмотрѣлъ  трудъ 
д-ра  Гольма  —  «  ІМегзисЬ и йѣег  сіаз  Натаіоісііп  »  и  вотъ  что 
могу  сказать  объ  этой  работѣ.  Прежде  нежели  я  приступлю  къ 
разбору  статьи  д-ра  Гольма,  не  излишнимъ  считаю,  хотя  вкрат¬ 
цѣ,  изложить  причины,  побудившія  автора  избрать  именно  эту 
тему  для  своей  работы.  Гематоидинъ,  какъ  говорится  въ  статьѣ 
д-ра  Гольма,  имѣетъ  нѣкоторое  сходство  съ  биллирубиномъ, 
изслѣдованнымъ  Стеделеромъ.  Хотя  Стеделеръ  отрицаетъ  тож¬ 
дество  этихъ  двухъ  тѣлъ,  но,  не  смотря  на  это,  биллирубинъ  и 
гематоидинъ  разсматриваются  многими  медиками,  какъ  тѣла  близ¬ 
кія,  до  нѣкоторой  степени,  между  собою;  утверждаютъ,  что  желч¬ 
ный  пигментъ  долженъ  быть  однимъ  изъ  ближайшихъ  продуктовъ 
превращенія  красящаго  начала  крови,  или  же  что  желчное  кра¬ 
сящее  вещество  должно  быть  способно  превращаться  въ  гематои¬ 
динъ.  Это —первое  противорѣчіе.  Далѣе,  авторъ  указываетъ,  что 
свойства,  характеризующія  гематоидинъ,  по  наблюденіямъ  раз¬ 
личныхъ  ученыхъ,  существенно  разнятся  между  собою.  Такъ, 
по  мнѣнію  однихъ,  гематоидинъ  растворяется  въ  щелочахъ,  а 
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Работа  эта,  сдѣланная  на-виду  у  Боткина,  Сѣченова  и  Со¬ 
рокина,  знаменитыхъ  представителей  нашей  русской  медицинской 
науки,  имѣла  цѣлію  рѣшеніе  вопроса:  «способна  ли  кожа  къ 
диффузіи?»,  вопроса,  который  стоитъ  во  главѣ  очень  сложнаго 
и  крайне  запутаннаго  трактата  физіологіи  о  всасываніи  кожею. 

Авторъ  предпосылаетъ  коротко,  но  ясно  написанный  крити¬ 
ческій  обзоръ  прежнихъ  работъ  о  диффузіи  кожею  съ  отрица¬ 
тельнымъ  результатомъ  и  открываетъ  причину  такого  резуль¬ 
тата  въ  несостоятельности  самыхъ  методовъ  этихъ  работъ.  За 
тѣмъ  онъ  описываетъ  свои  два  ряда  опытовъ  надъ  диффузіей 
кожи  и  кожицы  въ  отношеніи  сѣроціанистаго  и  іодистаго  нат¬ 
рія:  опыты  эти,  построенные  на  вполнѣ  научномъ  методѣ,  дали 
положительный  отвѣтъ  на  вопросъ  о  диффузіи,  а  слѣдовательно 
и  о  всасываніи  кожею.  Авторъ  резюмируетъ  результаты  своей 
работы  въ  двухъ  положеніяхъ:  «во-первыхъ,  кожу  нельзя  счи¬ 
тать  абсолютно  непроходимою  для  водныхъ  растворовъ  солей 
тканью;  во-вторыхъ,  прониканіе  чрезъ  нее  этихъ  веществъ  на¬ 
ходится  въ  обратномъ  отношеніи  къ  количеству  смазывающаго 
кожу  жира». 

Въ  частностяхъ  этой  работы  я  не  совсѣмъ  согласенъ  съ 
авторомъ:  такъ  напр.  онъ  утверждаетъ,  что  желтая  кровяная 
соль  не  проходитъ  черезъ  кожу.  Авторъ  бралъ  для  диффузіи 
кожу  изъ  труповъ,  и  я  не  сомнѣваюсь  въ  томъ,  что  сквозь  мерт¬ 
вую  кожу  дѣйствительно  не  пройдетъ  не  только  эта  соль,  но 
еще  и  многія  другія  вещества.  Я  же  въ  своихъ  изслѣдованіяхъ, 
которыя  скоро  явятся  въ  заграничной  печати  подъ  именемъ* — 
«о  всасываніи  кожею  и  о  путяхъ  этого  всасыванія»,  работалъ 
надъ  живою  кожею  по  методу  физіологическаго  всасыванія  и 
пришелъ  къ  тому  результату,  что  и  желтая  кровяная  соль  легко 
всасывается  живою  кожею:  хранящіеся  у  меня  микроскопическіе 
препараты,  относящіеся  къ  этой  новой  моей  работѣ,  могутъ  слу¬ 
жить  тому  доказательствомъ.  Но  это  относится,  повторяю,  уже 


къ  частностямъ;  въ  сущности  же  я  отдаю  полное  уваженіе  ра¬ 
ботѣ  г.  Лашкевичп,  изъ  которой  ясно  видно,  что  онъ  не  только 
владѣетъ  методомъ  экспериментальнаго  изслѣдованія  въ  нашей 
наукѣ,  но  умѣетъ  правильно  ставить  данный  научный  вопросъ 
и  измѣнять  методъ,  сообразно  условіямъ  вопроса.  Его  работа 
служитъ  основнымъ  матеріаломъ  къ  ученію  о  всасываніи  кожею 
въ  физіологическомъ  отношеніи,  да  кромѣ  того  имѣетъ  прямое 
примѣненіе  къ  фармакологіи  и  терапіи,  указывая  на  кожу,  какъ 
на  открытый  и  обширный  путь  для  введенія  лѣкарственныхъ 
веществъ  въ  заболѣвшій  организмъ. 

II. 


По  порученію  факультета,  я  разсмотрѣлъ  работу  д-ра  Гольма, 
«ІІеЪег  (ііе  пегуовеп  Еіетепіе  іп  йеп  №Ьептегеп»,  сдѣланную 
имъ  въ  физіологическомъ  институтѣ  вѣнскаго  университета  и 
представленную  профессоромъ  Брюкке  въ  засѣданіе  академіи, 
12  апрѣля  1866  года. 

Работалъ  г.  Гольмъ  надъ  надпочками  многихъ  млекопитаю¬ 
щихъ  —  быка,  свиньи ,  кролика,  верблюда  и  человѣка ,  и  пришелъ 
къ  тому  результату,  что  съ  давнихъ  поръ  уже  спорный  вопросъ 
о  присутствіи  нервныхъ  клѣтокъ  въ  надпочкахъ  долженъ  быть 
рѣшенъ  утвердительно.  Во  всѣхъ  изслѣдованныхъ  имъ  надпоч¬ 
кахъ  онъ  нашелъ  и  изобразилъ  (Б.  Неіішапп)  гангліозныя 
клѣтки,  только  не  вездѣ  онѣ  оказались  въ  одинаковомъ  ко¬ 
личествѣ  и  одинаковой  формы:  у  верблюда  нашелъ  онъ  ихъ 
немного,  а  у  человѣка  не  встрѣчалось  мультиполярной  формы, 
которую  онъ  видѣлъ  очень  часто  въ  нервныхъ  клѣткахъ  над- 
;  почекъ  другихъ  животныхъ. 

Мой  первый  трудъ,  составившій  предметъ  моей  докторской 
диссертаціи,  имѣлъ  цѣлію  изслѣдованіе  тоже  надпочечныхъ  железъ 
и  въ  томъ-же  направленіи,  а  потому  мнѣ  хорошо  извѣстна  вся 
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трудность  гистологической  разработки  нервной  системы  надпо¬ 
чекъ.  На  основаніи  собственнаго  опыта  я  утверждаю,  что  д-ръ 
Гольмъ  въ  своей  работѣ  представилъ  прекрасное  доказатель¬ 
ство  своего  знакомства  съ  гистологіей. 

Отзывъ  доцента  Залъсскаго. 

« 

I. 

ТѴ.  ЬазсккетізсЪ,  «  Вешегкип^еп  йѣег  йіе  р1іу8Іо1о§І8с1іе  ЛѴіг- 
кип^  сіег  Саіаѣаг  -  ВоЬпѳ  (Рііузозіі^гпа  ѵепепозит)»,  ѴігсЬомг’з 
АгсЫѵ.  ХХХУ.  291  —301. 

Цѣль  этой  работы,  какъ  показываетъ  заглавіе  сочиненія,  — 
объяснить  физіологическое  дѣйствіе  калабарскаго  боба  на  ор¬ 
ганизмъ  животныхъ.  Представивъ  краткій  историческій  очеркъ 
работъ,  касающихся  этого  предмета,  и  вычисливъ  результаты 
изслѣдованій  Нагіеу  я  и  Нгаезег  а,  авторъ  переходитъ  къ  из¬ 
ложенію  собственныхъ  опытовъ.  Преслѣдуя  строго  свою  задачу, 
анализируя  припадки,  вызванные  ядомъ,  и  вникая  въ  сущность 
и  зависимость  явленій,  авторъ  опытами  надъ  теплокровными  и 
холоднокровными  животными  вполнѣ  удовлетворительно  объяс¬ 
няетъ  токсическое  дѣйствіе  калабара,  которое  до  тѣхъ  поръ 
Нагіеу  (1863)  и  Ргаезег  (1862  —  64)  толковали  по-своему. 

Опыты  г.  Лашкевича,  надъ  животными  холоднокровными,  по¬ 
казали,  что  значительныя  дозы  (40  капель)  воднаго  раство¬ 
ра  спиртнаго  экстракта  калабара,  приготовленнаго  изъ  3  гранъ 
на  драхму  воды,  независимо  отъ  мѣста  аппликаціи  яда,  всегда 
производятъ  у  лягушекъ,  спустя  извѣстный  промежутокъ  вре¬ 
мени,  ослабленіе  движенія  и  рефлекса,  переходящее  въ  полный 
параличъ,  вмѣстѣ  съ  тѣмъ  замедленіе  дыхательныхъ  движеній 
и  ударовъ  сердца.  Зрачки  —  безъ  измѣненія.  Небольшіе  пріемы  (?) 
яда,  равнымъ  образомъ,  производятъ  ослабленіе  движенія  и  чув¬ 
ствительности,  но  животныя  оправляются. 


Представленная  картина  отравленія  калабаромъ,  съ  неболь¬ 
шими  отличіями  въ  частностяхъ ,  замѣчается  и  у  животныхъ 
млекопитающихъ.  Отличія  эти  касаются,  съ  одной  стороны,  со¬ 
стоянія  зрачка,  на  который  калабаръ,  какъ  доказалъ  г.  Паш¬ 
кевичъ,  дѣйствуетъ  міотическимъ  образомъ,  лишь  при  непо¬ 
средственномъ  введеніи  яда  въ  кровь,  или  же  инсталлированіи 
его  прямо  въ  глазъ ,  съ  другой  —  дѣйствія  яда  на  мышцы. 

Въ  этихъ  послѣднихъ  ядъ  калабара  постоянно  вызываетъ  су¬ 
дорожную  игру  даже  послѣ  того,  какъ  нервы  уже  потеряли  свою 
раздражительность  —  симптомъ,  никогда  небывающій  у  холодно¬ 
кровныхъ  животныхъ.  Основываясь  на  извѣстныхъ  физіологи¬ 
ческихъ  данныхъ,  авторъ,  совершенно  справедливо,  принимаетъ 
явленіе  это  не  за  судорги,  какъ  дѣлалъ  Вагіеу ,  но  за  идіомуску- 
лярное  сокращеніе,  зависящее  отъ  отношенія  органическаго  ос¬ 
нованія  калабарскаго  боба  эзерина  ( С30  Н21  N3  04  —  Ат.  Ѵёе) 
къ  мускуламъ.  Что  касается  мѣста  происхожденія  паралича  у 
животныхъ,  отравленныхъ  калабаромъ,  то  авторъ  изъ  опытовъ 
своихъ  заключаетъ,  что  причина  паралича  и  исчезанія  рефле¬ 
ксовъ  исключительно  лежитъ  въ  пораженіи  спиннаго  мозга,  а  нѳ 
въ  черепномъ  мозгу,  либо  въ  периферическихъ  нервахъ.  Мнѣніе  это 
вполнѣ  оправдывается  новѣйшими  изслѣдованіями  физіологовъ. 

За-тѣмъ  авторъ  переходитъ  къ  объясненію  причины  измѣне¬ 
нія  дѣятельности  сердца  —  вопроса,  который  оставался  въ  на¬ 
укѣ  до  тѣхъ  поръ  открытымъ.  Выходя  изъ  факта,  что  въ-слѣдъ 
за  введеніемъ  яда  удары  сердца  постепенно  замедлялись,  при 
чемъ  дыханіе  совершалось  еще  правильно ,  авторъ  спеціаль¬ 
ными  опытами  доказываетъ ,  что  сказанное  явленіе  обусловли¬ 
вается  прямымъ  дѣйствіемъ  калабара  на  сердце ,  дѣятельность 
;  котораго  эзеринъ  парализуетъ.  Г.  Пашкевичъ  нашелъ,  что  пе- 
|  рерѣзка  блуждающаго  нерва  не  предохраняетъ  сердца  отъ  влія- 
і  нія  яда,  слѣдовательно,  мнѣніе  Нагіеу’я,  объяснявшаго  упадокъ 
дѣятельности  сердца  разстройствомъ  дыханія ,  совершенно  не- 
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справедливо.  Наконецъ  послѣдній  фактъ,  который  авторъ  до¬ 
былъ  путемъ  опыта  —  параличъ  симпатическаго  нерва.  Заклю¬ 
ченіе  объ  этомъ  онъ  выводитъ  изъ  того,  1)  что  послѣ  отрав¬ 
ленія  температура  тѣла  животнаго  поднималась  на  /2  ,  2 )  что 
раздраженіе  симпатическаго  нерва  не  давало  ни  расширенія 
зрачка,  ни  ехогѣіЬаІтшп. 

Такимъ  образомъ  работа  эта,  рѣшающая  значительнымъ  чис¬ 
ломъ  опытовъ  разногласіе  предшествовавшихъ  экспериментато¬ 
ровъ,  заключается  слѣдующими  выводами:  1)  калабарскій  бі,бъ 
поражаетъ  спинной  мозгъ  и  отъ  этого  зависитъ  параличъ  отрав- 
ленныхъ  имъ  животныхъ;  2)  онъ  также  парализуетъ  дѣятель¬ 
ность  сердца;  3)  перерѣзка  блуждающихъ  нервовъ  не  пред¬ 
отвращаетъ  вліянія  яда  на  сердце;  4 )  будучи  употребленъ  мѣст- 
но  (изъ  опытовъ  автора  этого  не  видно),  а  равно  и  введенный 
въ  потокъ  кровообращенія ,  калабарскій  бобъ  съуживаетъ  зра- 
чекъ;  5)  онъ  возбуждаетъ  отдѣленіе  слюны  и  слезъ;  6)  сим¬ 
патическій  нервъ  и  мышцы  пищеварительнаго  какала,  при  от¬ 
равленіи  калабаромъ,  также  по-видимому  парализуются;  7 )  пе¬ 
риферическіе  нервы,  мышцы  тѣла,  равно  и  головной  мозгъ  ос¬ 
таются  непораженными;  8)  при  введеніи  яда  прямо  въ  кровь, 
смерть  наступаетъ  отъ  паралича  сердца  (вупсоре);  9)  при  вве¬ 
деніи  его  подъ  кожу,  т.  е.  при  болѣе  медленномъ  отравленіи, 
смерть  наступаетъ  отъ  асфиксіи. 

Сочиненіе  г.  Дашкевича  есть  вполнѣ  добросовѣстный  трудъ, 
написанный  съ  полнымъ  знаніемъ  дѣла;  онъ  заключаетъ  въ  се- 
оѣ  не  одно  описаніе  внѣшнихъ  явленій,  вызываемыхъ  въ  орга¬ 
низмѣ  ядомъ,  но  подборъ  причинъ,  строгій  анализъ  и  полную 
разносторонность  физіологическаго  взгляда. 
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II. 

Вг.  IV,  Ьазсккегѵіізсііі  «БеЬег  (ііе  рЬувіоІо^ізсІіе  ТѴігкип^ 
Лез  Суап^авез».  ВеісЬегі’з  ипсі  Ли  Воіз-ВеутопЛ’з  АгсЬіу  Гиг 
Апаі  ипЛ  РЬузіоІ.,  1868.  (5  Ней,  ра^.  649  —  655). 

Сочиненіе  г.  Дашкевича  состоитъ  изъ  двухъ  отдѣловъ;  въ 
первомъ  авторъ  разсматриваетъ  вліяніе  ціана,  который  онъ  по¬ 
лучалъ  разложеніемъ  ціанистой  ртути,  на  кровь.  Въ  этомъ  от¬ 
дѣлѣ  нѣтъ  ничего  существенно  новаго.  Подвергая  дефибрини- 
рованную  кровь  животныхъ  дѣйствію  ціана,  авторъ  нашелъ,  что 
эта  послѣдняя  постепенно  мѣняетъ  свой  цвѣтъ  и  за-тѣмъ.  чрезъ 
нѣсколько  времени,  становится  совершенно  темною.  Микроско¬ 
пическое  изслѣдованіе  измѣненной  подобнымъ  образомъ  крови 
показало,  что  большая  часть  находящихся  въ  ней  кровяныхъ 
шариковъ  удерживаетъ  ихъ  нормальную  форму  и  лишь  мень¬ 
шинство,  подъ  вліяніемъ  ціана,  измѣняетъ  свой  естественный 
видъ  и  даже  разрушается.  Спектральный  анализъ  той-же  кро¬ 
ви  открылъ  въ  ней  обѣ  тесьмы  поглощенія  О  —  гемоглобина , 
расположеніе  которыхъ,  въ  спектрѣ,  вполнѣ  соотвѣтствуетъ  по¬ 
лосамъ  поглощенія  неизмѣненнаго  О  —  гемоглобина,  но  выраже¬ 
ніе  ихъ  въ  обоихъ  случаяхъ  нѢсеіолько  отличное.  Разница  со- 
стоитъ  въ  томъ,  что  тесьмы  поглощенія  гемоглобина  измѣнен¬ 
наго  ціаномъ,  довольно  блѣдны,  особенно  та  изъ  нихъ,  которая 
помѣщается  вблизи  фрауэнгоферовой  линіи  Е,  При  продолжи¬ 
тельномъ  дѣйствіи  синерода  на  кровь  обѣ  тесьмы  исчезаютъ, 
вмѣсто  ихъ  является  одна  широкая  полоса,  съ  неясно  выра¬ 
женными  контурами,  подобно  тому  какъ  это  бываетъ  у  раски¬ 
сленнаго  (редуцированнаго)  гемоглобина.  Выходя  изъ  факта, 
что  однажды  исчезнувшія,  въ  измѣненной  ціаномъ  крови,  поло¬ 
сы  гемоглобина  не  появляются  болѣе  ни  при  какихъ  условіяхъ, 
авторъ  основательно  пришелъ  къ  заключенію,  что  гемоглобинъ 
при  дѣйствіи  синерода  на  кровь  разрушается. 
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Въ  концѣ  этого  отдѣла  г.  Дашкевичъ  приводитъ  наблюденія 
надъ  вліяніемъ  ціана  на  мерцательное  движеніе.  Опыты  авто¬ 
ра  показали,  что  слабые  водные  растворы  синерода  ускоряютъ 
вибрацію,  концентрированные  же,  напротивъ,  убиваютъ  ее.  Въ 
этомъ  отношеніи  ціанъ  представляетъ  полную  аналогію  съ  ам¬ 
міакомъ. 

Второй  отдѣлъ  сочиненія,  наиболѣе  интересный,  заключаетъ 
опыты  г.  Дашкевича  надъ  дѣйствіемъ  ціана  на  организмъ  раз¬ 
личныхъ  животныхъ.  Изслѣдованіе  этого  важнаго  въ  наукѣ  во¬ 
проса,  разработка  котораго  всецѣло  принадлежитъ  г.  Дашке¬ 
вичу,  показало,  что  ціанъ  дѣйствуетъ  на  всѣхъ  животныхъ 
одинаковымъ  образомъ:  онъ  вызываетъ  у  нихъ  сильныя  тета¬ 
ническія  суд  орт ,  глубокій  наркозъ ,  потерю  чувствитель¬ 
ности  и  останов леніе  дѣятельности  сердца  іп  сііазіоіе. 
Сказанные  симптомы  всего  скорѣе  обнаруживаются  у  птицъ, 
требующихъ,  для  интоксикаціи,  сравнительно  малыхъ  дозъ  ціа¬ 
на,  за-тѣмъ  у  млекопитающихъ  и  наконецъ  у  холоднокровныхъ 
животныхъ.  Патологическая  анатомія  отравленія  синеродомъ, 
на  которую  авторъ  обращалъ  должное  вниманіе  ,  какъ  и  слѣ¬ 
довало  ожидать,  не  заключаетъ  въ  себѣ  ничего  характернаго; 
кромѣ  ціанотическаго  состоянія  слизистыхъ  оболочекъ  и  пере¬ 
полненія  кровью  сосудовъ  мягкой  мозговой  оболочки  (Ріа  ша- 
іег )  —  явленій,  указывающихъ  на  асфиксію ,  ничего  не  открыто. 
Кровь  отравленныхъ  синеродомъ,  при  спектральномъ  изслѣдова¬ 
ніи  ея,  постоянно  поглощаетъ  двѣ  полосы  свѣта,  лежащія  меж¬ 
ду  линіями  В  ж  Е. 

Стараясь  объяснить  источникъ  происхожденія  припадковъ  от¬ 
равленія  ціаномъ,  авторъ,  пользуясь  методомъ  КозепШаГя,  на¬ 
шелъ,  что  судорги,  при  отравленіи  синеродомъ,  зависятъ  не 
отъ  прекращенія  дѣятельности  сердца,  но  обусловливаются  пря¬ 
мымъ  дѣйствіемъ  яда  на  мозгъ,  въ  которомъ  ціанъ  вызываетъ 
раздраженіе,  имѣющее  слѣдствіемъ  судороги  въ  периферіи. 
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Изъ  всѣхъ  своихъ  опытовъ  г.  .Пашкевичъ  дѣлаетъ  слѣдую¬ 
щіе  выводы: 

1)  Гемоглобинъ  не  образуетъ  съ  ціаномъ  химическаго  соеди¬ 
ненія.  2)  Водяные  растворы  ціана,  смотря  по  степени  ихъ  кон¬ 
центраціи,  то  усиливаютъ,  то  убиваютъ  мерцательное  движеніе 
эпителія.  3)  Сильныя  тетаническія  судороги  суть  слѣдствіе  дѣй¬ 
ствія  ціана  на  центральную  нервную  систему.  4)  Прекращеніе 
дѣятельности  сердца  обусловливается  раздраженіемъ  блуждаю¬ 
щихъ  нервовъ  (Кп.  ѵа§д).  5)  На  периферическіе  нервы  ціанъ 
дѣйствуетъ  какъ  сильное  раздраженіе.  6)  Кровь  животныхъ  от¬ 
равленныхъ  ціаномъ  являетъ  въ  спектрѣ  обѣ  тесьмы  О —ге¬ 
моглобина. 

Трудъ  г.  Дашкевича  въ  настоящее  время  есть  лучшій  въ 
литературѣ  токсикологіи  ціана;  не  смотря  на  сжатую  его  фор¬ 
му,  въ  немъ  легко  найдти  отвѣты,  построенные  на  прочныхъ 
физіологическихъ  данныхъ,  на  всѣ  вопросы,  которыми  авторъ 
задался  при  изученіи  своего  предмета,  до  тѣхъ  поръ  почти  не¬ 
початаго.  Сочиненіе  г.  Дашкевича  показываетъ  въ  авторѣ  уче¬ 
наго,  практически  знакомаго  съ  дѣломъ,  основательно  владѣю¬ 
щаго  естественными  науками,  въ  развитіи  которыхъ  лежитъ  бу¬ 
дущность  медицины. 

Опр.  Такъ-какъ  нѣтъ  положительныхъ  свѣдѣній  о  томъ,  что¬ 
бы  г.  Гольмъ  исполнилъ  условія,  требуемыя  §  69  устава  для 
занятію  каѳедры  въ  университетѣ,  то  подвергнуть  баллотиро¬ 
ванію  на  должность  доцента  по  вакантной  каѳедрѣ  терапевти¬ 
ческой  клиники  одного  г.  Дашкевича  въ  слѣдующемъ  засѣда¬ 
ніи  совѣта. 

с)  Докладъ  по  другимъ  двламъ. 

Ст.  80.  Орд.  проф.  Лазаревичъ  ходатайствуетъ  о  разрѣ¬ 
шеніи  устроить  для  акушерской  клиники  всѣ  принадлежности 
недостающихъ  до  положеннаго  по  штату  числа  пяти  кроватей. — 
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Опр .  Просить  правленіе  сдѣлать  надлежащее  распоряженіе,  со¬ 
гласно  рапорту  проф.  Лазаревича. 

Ст.  31.  Прошеніе  доцента  Шишкова  объ  увольненіи  его  въ  за¬ 
граничный  отпускъ  къ  минеральнымъ  водамъ  для  поправленія  здо¬ 
ровья. — Опр.  Просить  ходатайства  г.  попечителя  по  этому  предмету. 

Ст.  32.  Рапортъ  профессора  Леваковскаю  на  имя  г.  за¬ 
ступающаго  мѣсто  ректора :  « Я  имѣлъ  честь  доносить  его 
превосходительству  г.  ректору  университета,  что  по  свѣдѣ¬ 
ніямъ,  сообщеннымъ  г.  инженеромъ  Бонсдорфомъ,  по  линіи  строю- 
щейся  харьковско  -  азовской  желѣзной  дороги,  при  добыва¬ 
ніи  строительнаго  матеріала,  между  Алекеѣевскимъ  и  Лозовой, 
открыты  интересныя  обнаженія  пластовъ,  богатыхъ  окаменѣло- 
стями,  указывающими  на  присутствіе  юрскихъ  осадковъ.  Такъ- 
какъ  г.  кандидатъ  Гуровъ,  состоящій  стипендіатомъ  при  уни¬ 
верситетѣ,  изъявилъ  желаніе  безотлагательно  отправиться  для 
полнаго  изслѣдованія  ново-открытыхъ  обнаженій;  то  я  просилъ 
г.  ректора  исходатайствовать  у  г.  Полякова  разрѣшеніе  восполь¬ 
зоваться  г.  Гурову  почтовыми  лошадьми,  содержимыми  строите¬ 
лемъ  желѣзной  дороги.  По  ходатайству  г.  ректора,  Гуровъ  по¬ 
лучилъ  такое  разрѣшеніе  и,  благодаря  ему,  имѣлъ  возможность 
за  указные  прогоны  совершить  поѣздку  для  геологическихъ  из¬ 
слѣдованій  между  Алекеѣевскимъ  и  Лозовой.  На  мѣстѣ  самыхъ 
изысканій  г.  Гуровъ  встрѣтилъ  обязательное  и  просвѣщенное 
содѣйствіе  г.  инженера  Бонсдорфа. 

Донося  обо  всемъ  этомъ  вашему  превосходительству,  я  по¬ 
корнѣйше  прошу  васъ  предложить  совѣту  университета  выразить 
отъ  его  имени  благодарность  строителю  харьковско  -  азовской 
желѣзной  дор  ги  и  г.  инженеру  Освальду  Карловичу  Бовсдорфу, 
живущему  въ  Ераснопавловкѣ,  въ  имѣніи  г.  Бѣлицкаго,  въ  па- 
влоі радскомъ  уѣздѣ,  за  содѣйствіе,  оказанное  ими  кандидату 
Гурову  при  его  геологическихъ  изслѣдованіяхъ,  результаты  ко¬ 
торыхъ  весьма  интересны. 
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Опр.  Изъявить  благодарность  совѣта  гг.  Полякову  и  Бонс- 
дорфу,  за  содѣйствіе,  оказанное  ими  кандидату  Гурову  при  его 
геологическихъ  изслѣдованіяхъ. 

Ст.  38  и  34.  Доложено  было  о  томъ,  что  доцентъ  Кар¬ 
повъ  и  архитекторъ  Гиншъ  не  явились  изъ  отпуска  въ  опре¬ 
дѣленные  сроки  по  болѣзни,  удостовѣренной  медицинскимъ  сви¬ 
дѣтельствомъ.  —  Опр.  Признавъ  причину  неявки  изъ  отпуска 
гг.  Карпова  и  Гимнъ  уважительною,  отмѣтить  о  семъ  въ  фор¬ 
мулярныхъ  ихъ  спискахъ. 

Ст.  35.  Доложено  было:  въ  годовщину  основанія  харьков¬ 
скаго  университета,  17  января  сего  года,  получены  телеграммы: 

1 )  отъ  бывшихъ  попечителей  харьковскаго  учебнаго  округа  Д. 
С.  Левшина  и  К.  К.  Фоттъ\  2 )  изъ  Москвы,  Воронежа,  Кур¬ 
ска  и  Орла  —  отъ  бывшихъ  студентовъ  харьковскаго  универси¬ 
тета,  и  3)  изъ  Тамбова  отъ  членовъ  педагогическаго  совѣта 
тамбовской  гимназіи.  При  этомъ  заступающій  мѣсто  г.  ректора 
заявилъ,  что  всѣмъ  лицамъ,  приславшимъ  поздравленія,  посланы 
были  немедленно  телеграммы,  съ  изъявленіемъ  благодарности 
отъ  имени  университета,  и  что  на  отправку  отвѣтныхъ  теле¬ 
граммъ  издержано  10  руб.  сер.  —  Опр .  Записавъ  о  семъ  въ 
журналъ,  просить  правленіе  сдѣлать  распоряженіе  о  покрытіи 
расходовъ  на  отвѣтныя  телеграммы  изъ  спеціальныхъ  средствъ 
университета. 

Ст.  36.  Сего  числа  г.  заступающій  мѣсто  ректора  заявилъ, 
что:  1 )  садовникъ  при  университетскомъ  ботаническомъ  садѣ 
Гинтеръ  4  сего  февраля  скончался,  оставивъ  семейство,  со¬ 
стоящее  изъ  жены  преклонныхъ  лѣтъ  и  четырехъ  дѣтей,  изъ 
коихъ  двое  малолѣтнихъ ,  безъ  всякихъ  средствъ  къ  жизнп; 

2)  діаконъ  при  университетской  церкви  Канустянскій,  занимаю¬ 
щій  эту  должность  съ  16  января  1838  года,  подалъ  прошеніе 
объ  увольненіи  его  отъ  исполненія  служебныхъ  обязанностей  при 
университетской  церкви  но  дряхлости  и  крайне  болѣзненному 
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состоянію  и  вмѣстѣ  съ  тѣмъ  проситъ  совѣтъ  не  оставить  безъ 
вниманія  свыше  тридцати-лѣтнюю  его  службу  при  университетѣ 
и  безпомощную  старость. 

Опр.  По  надлежащемъ  обсужденіи  вышеизложенныхъ  обстоя¬ 
тельствъ  и  принявъ  во  вниманіе  отлично-усердную  службу  Гин- 
тера  и  Капустянскаго,  члены  совѣта  положили:  1 )  ассигновать 
къ  выдачѣ  изъ  спеціальныхъ  средствъ  университета  по  смѣтѣ 
на  1869  годъ  по  статьѣ  на  непредвидѣнные  расходы:  семейству 
Гинтеръ  въ  пособіе  600  руб.  и  на  покрытіе  расходовъ  при 
погребеніи  г.  Гинтера  90  руб.,  діакону  Капустянскому  въ  по¬ 
собіе  300  руб.  сер.;  2 )  о  состоявшемся  рѣшеніи  сообщить  въ 
правленіе  для  зависящаго  распоряженія,  по  испрошеніи  пред¬ 
варительно,  на  основаніи  §  51  устава  университетовъ,  разрѣ¬ 
шенія  на  эту  выдачу  г.  управляющаго  харьковскимъ  учебнымъ 
округомъ. 

Ст.  37  —  56.  Доложены  были  счеты,  по  которымъ  слѣдуетъ 
уплатить:  Репсольду  280  гамб.  банк,  марокъ  и  4  шил.,  Гюльт - 
грену  85  р.  —  изъ  суммы  астрономическаго  кабинета;  въ  ре¬ 
дакцію  Военно-медицинскаго  журнала  13  р.,  Эдельбергу  174  р. 
91 ‘Д  к- — изъ  суммы  хирургическаго  кабинета;  Дейбнеру  281  р. 
3  к. — изъ  библіотечной  суммы;  Эдельбергу  и  Скалоиу  433  р. 
94  к.  изъ  суммы,  ассигнованной  на  практическія  занятія  сту¬ 
дентовъ  медицинскаго  факультета  химіей;  Киммелю  11  р.  69  к., 
Эдельбергу  68  р.  75  к.,  Смольянинову  38  р.  50  к.  и  Ку¬ 
чину  5  р.  изъ  суммы  физіологическаго  кабинета;  Скабичев¬ 
скому  349  р.,  Павлову  53  р.  35  к.,  Рудакову  86  р.  80  к., 
Шапошникову  20  р.  25  к.  —  изъ  клинической  суммы;  Рих- 
гперу  95  р.  60  к. — изъ  суммы  технологическаго  кабинета;  Не- 
чипоренку  46  р.  7  к.— изъ  суммы  минералогическаго  кабинета; 
Чепелкину  24  р.  изъ  суммы  гистологическаго  кабинета;  Эдель¬ 
бергу  416  р.  31  к.  и  Чепелкину  56  р.  —  изъ  суммы,  назна¬ 
ченной  на  практическія  занятія  студентовъ  физико- математи- 


ческаго  факультета  химіей;  Дейбнеру  9  р.  20  к.  и  Гурову  50  р. — 
изъ  суммы  геологическаго  кабинета;  Киммелю  10  р.  50  к. — 
изъ  суммы  ботаническаго  сада  и  3  р.  71  к.  —  изъ  суммы  бо¬ 
таническаго  кабинета. — Опр.  Разрѣшивъ  произвести  означенные 
расходы  изъ  указанныхъ  источниковъ,  просить  правленіе  сдѣ¬ 
лать  по  этому  предмету  надлежащее  распоряженіе. 
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II  Р  И  Л  О  Ж  Е  Н  I  Я. 


АНАЛИЗЪ  ВОДЪ  ИСТОЧНИКОВЪ, 

находящихся  въ  предѣлахъ  г.  Харькова 

и  ближайшихъ  его  окрестностей. 

Студента  И.  Турбина. 

Таіез  ыші  ^иае,  <$иаІІ5 
езі  Іегга,  рег  диат  Пиит. 

(Удостоено  золотой  медали). 

Общій  обзоръ  мѣстности. 

Географическое  положеніе  Харькова  опредѣлялось  нѣсколько 
разъ,  и  среднее  изъ  этихъ  наблюденій:  50°0'9,95"  сѣверной  ши¬ 
роты,  63°63  31,17'  восточной  долготы  ~  принимается  за  истин¬ 
ное,  Высота  его  надъ  уровнемъ  моря  316  футовъ, 

Харьковъ  лежитъ  при  сліяніи  двухъ  рѣкъ — Харькова  и  Л  опа¬ 
ли,  отчасти  на  возвышенности  между  этими  рѣками,  отчасти  въ 
долинѣ  ихъ.  Значительная  часть  этой  возвышенности  покрыта  лѣ¬ 
сомъ,  который  занимаетъ  ея  средину.  Долины  вышесказанныхъ 
рѣкъ  не  представляютъ  однообразія;  такъ,  теченіе  Харькова  не 
сопровождается  болотистыми  мѣстностями  до  деревни  Тишковъ, 

за  исключеніемъ  двухъ  незначительныхъ  кочковатыхъ  болотъ  въ 
* 

концѣ  Журавлевки  и  одного  въ  Большой  Даниловкѣ.  Кромѣ 
того,  весь  лѣвый  берегъ  безлѣсенъ  и  на  нѣсколько  верстъ  отъ 
города  не  представляетъ  значительной  возвышенности,  такъ-что 
невозможно  съ  точностью  опредѣлить  границу  долины,  занимае¬ 
мой  этою  рѣкою,  почти  до  деревни  Циркуновъ;  между  тѣмъ  какъ 
Лопань  на  большомъ  протяженіи  покрыта  болотами,  преимуще-, 
ствеяно  торфяными,  изрѣдка  пересѣкаемыми  песками.  Эти  торфя- 
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ники,  начинаясь  недалеко  отъ  того  мѣста,  гдѣ  въ  Лопанъ  впадаетъ 
рѣчка,  текущая  чрезъ  Черкасскую  Лозовую,  простираются’ до 
Деркачей;  далѣе  характеръ  ихъ  мѣняется  и  они  переходятъ 
въ  обыкновенныя  кочковатыя  болота,  а  отчасти  въ  такъ  называемыя 
озера,  заросшія  по  краямъ  камышемъ.  Возвышенія  окраинъ  доли¬ 
ны,  занимаемой  этою  рѣкою,  почти  одинаковы;  правый  берегъ  отъ 
учебной  фермы  къ  устью  сплошь  покрытъ  лѣсомъ,  оканчивающимся 
къ  юго-востоку  въ  верстѣ  отъ  полтавской  дороги,  но  продолжаю¬ 
щимся  на  значительное  разстояніе  къ  западу,  какъ-бы  образуя 
треугольникъ  между  Лопанью  и  Удами.  Вершина  этого  треуголь¬ 
ника  лежитъ  довольно  далеко  отъ  русла  этой  послѣдней  рѣки 
а  отдѣляется  отъ  нея  возвышенностями,  которыя  возлѣ  Ново- 
селовки  немного  спускаются  и  переходятъ  въ  пески,  покрытые 
боромъ  и  простирающіеся  до  самой  рѣки.  Начиная  отъ  Григо- 
ровки  вверхъ  по  теченію,  лѣсъ,  находящійся  на  горѣ  съ  лѣ¬ 
вой  стороны  рѣки,  болѣе  я  болѣе  приближается  къ  берегу,  ко¬ 
торый  почти  сплошь  покрытъ  пескомъ,  перемежающимся  неболь¬ 
шими  рощицами  и  болотами,  покрытыми  ольхою.  Правая  сторона 
вышеозначенной  рѣки  весьма  возвышенна  и  состоитъ  изъ  сплош¬ 
ная  лѣса,  который  тянется  на  значительное  разстояніе,  по  обѣ 
стороны  Григоровки,  до  Хорошева  и  далѣе. 

Лѣвый  берегъ  рѣки,  образуемый  сліяніемъ  Харькова  и  Ло- 
пани,  вообще  несчанъ  и  отчасти  покрытъ  болотами,  часто  по¬ 
росшими  ольхою  ( пространство  между  дачею  Н.  Павлова ,  колѣ¬ 
номъ  рѣки  и  дачею  Соленикова).  Къ  востоку  отъ  Квиткина 
луга,  находящагося  противъ  Основы,  начинаются  сыпучіе  пески, 
покрытые  лозою  и  лишенные  всякой  другой  растительности ; 
тамъ  изрѣдка  попадаются  небольшія  о^ера,  но  большей  части 
сухія.  Эта  мѣстность  прорѣзывается  ручьемъ,  берега  котораго 
покрыты  лѣсомъ,  въ  нѣсколько  саженъ  шириною,  оканчиваю¬ 
щимся  около  дороги  въ  Жихорь.  Къ  сѣверу  мѣстность  возвы¬ 
шается  и  вески  мало-но-малу  вытѣсняются  черноземомъ  ,  кото- 
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рый  недалеко  отъ  завода  Еокина  спускается  внизъ  и  отдѣла- 
ется  отъ  песковъ  дорогою,  идущею  въ  Хорошевъ.  Ближе  къ 
рѣкѣ  эти  пески  покрыты  боромъ,  раздѣляющимся  на  двѣ  части 
небольшою  рѣчкою  Жихоремъ,  берущею  свое  начало  недалеко 
отъ  Попова  болота,  находящагося  подъ  Безлюдовкою.  Вся  мѣст¬ 
ность  между  большою  дорогою,  ведущею  въ  Зміевъ,  и  другою 
частью  бора,  простирающагося  до  песковъ,  тянущихся  между 
Хорошевымъ  и  Безлюдовкою,  покрыта  кочковатыми  болотами, 
по  большей  части  сухими. 

Нетечь,  недалеко  отъ  Жихоря,  впадаетъ  въ  Уды,  которыя 
здѣсь  текутъ  по  огромному  лугу,  ограниченному  съ  одной  сто¬ 
роны  вышеозначеннымъ  боромъ,  съ  другой  —  болотомъ,  поросшимъ 
ольхою,  отдѣляющимъ  пески  отъ  луга,  третья  сторона  котораго 
оканчивается  горою,  покрытою  вѣковыми  деревьями.  Между 
зміевскою  дорогою  и  рѣкою  Нѳмыгалею  мѣстность  представля¬ 
етъ  однообразную,  возвышенную  равнину,  пересѣкающуюся  рѣ¬ 
кою  Роганью,  которая  впадаетъ  въ  Уды  недалеко  отъ  Терно¬ 
вой;  и  это  однообразіе  мѣстности  продолжается  до  самой  рѣки 
Харькова,,  съ  тою  только  разницею,  что  здѣсь  равнина  мало- 
но-малу  понижается. 

Харьковъ  лежитъ  на  мѣловой  формаціи,  покрытой  третич¬ 
ными  осадками  и  наносами,  въ  котловинѣ,  находящейся  почти 
въ  центрѣ  южнаго  бассейна  \  Еъ  сѣверу  и  югу  этой  котлови¬ 
ны  выходятъ  на  поверхность  древнѣйшіе  пласты;  такъ,  начи¬ 
ная  отъ  Еурска,  гдѣ  наружу  выходитъ  мѣлъ,  и  подвигаясь  къ 
югу,  мы  послѣдовательно  будемъ  встрѣчать  сперва  пески  и  ро¬ 
говики,  которые  смѣняются  зелеными  песчаными  и  глинистыми 
рухляками;  далѣе  начинаются  пески  и  песчаники  и  наконецъ 
наносы,  на  которыхъ  лежитъ  Харьковъ;  далѣе  къ  югу  они  о- 
пять  замѣняются  песками,  такъ -что  расположеніе  выходящихъ 

‘  Для  изложенія  этого  отдѣла  я  пользовался  совѣтами  и  настав¬ 
леніями  почтеннѣйшаго  нашего  профессора  Никифора  Дмитріевича 
Бурисяка,  а  равно  изданіями,  указанными  имъ. 
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наружу  пластовъ  —  то-же  самое  за  исключеніемъ  мѣла,  который 
замѣняется  зелеными  глинами  и  песками;  далѣе  встрѣчаются 
юрскіе  известняки,  потомъ  горный  известнякъ  и  наконецъ,  у 
Павлограда,  выходятъ  кристаллическія  породы.  Общее  наслое¬ 
ніе,  съ  обозначеніемъ  мѣстности,  молено  видѣть  на  прилож.  черте¬ 
жѣ,  представляющемъ  разрѣзъ  почвъ  мѣловой,  намѣловой  и  че¬ 
твертичной  харьковской  губерніи.  Почва  -  между  рр.  Харь¬ 
ковомъ  и  Лопанью,  а  также  и  у  Куряжа,  состоитъ  изъ  чер¬ 
нозема,  дилювіальныхъ  супесковъ  ж  суглинковъ,  лежащихъ  на 
зеленомъ  рухлякѣ;  спускаясь  къ -низу,  мы  встрѣчаемъ  по  всему 
лѣвому  берегу  Удъ  наносные  пески,  вѣроятно  третичнаго  про¬ 
исхожденія;  впрочемъ  ихъ  количество  сравнительно  невелико 
и,  не  доходя  версты  на  двѣ  до  дороги  въ  Васищево,  замѣня¬ 
ется  черноземомъ,  продолжающимся  до  р.  Харькова.  Наслое¬ 
ніе  мѣстности  г.  Харькова  можно  видѣть  на  другомъ  чертежѣ, 
который  показываетъ,  что  подъ  наносною  почвою,  состоящею 
изъ  чернозема ,  супесковъ  и  суглинковъ,  находятся  третичные 
пески  и  песчаники;  далѣе  слѣдуютъ  перемежающіеся  слои 
зеленыхъ  рухляковъ,  то  глинистыхъ,  то  песчаныхъ.  Песча¬ 
ный  слой,  обозначенный  буквами  аа,  есть  общій  резервуаръ 
всѣхъ  лучшихъ  и  обильныхъ  источниковъ;  этотъ  рухлякъ  во¬ 
обще  не  заключаетъ  въ  себѣ  гипса.  За  этимъ  слоемъ  лежитъ 
голубая  глина;  она  оканчивается  песками  и  роговиками,  со¬ 
ставляющими  другой  бассейнъ  водъ  и  лежащими  на  бѣломъ 
мѣлу ,  подъ  которымъ ,  вѣроятно ,  находится  новый  водяной 
слой.  Этимъ  наслоеніемъ  обусловливается  обиліе  источниковъ, 
находящихся  въ  окрестностяхъ  нашего  города,  а  перемежаю¬ 
щееся  расположеніе  пластовъ,  то  водопроницаемыхъ,  то  болѣе 
плотныхъ,  объясняетъ  легкость,  съ  которою,  въ  нѣкоторыхъ 
мѣстностяхъ,  подземныя  воды  могутъ  быть  выводимы  наружу, 
напр.  между  Песками  и  Павловкою. 

При  изученіи  свойствъ  обильнѣйшихъ  и  лучшихъ  здѣшнихъ 


источниковъ,  первое,  что  останавливаетъ  вниманіе,  ато  — йейо- 


стоянная  п  сравнительно  невысокая  температура,  которая  въ 
теплѣйшихъ  источникахъ  не  превышаетъ  81Д°  Цельзія,  въ 
другихъ  же  еще  ниже;  это  обстоятельство  указываетъ  на  то,  что 
здѣшнія  воды  - —  поверхностныя.  Такое  заключеніе  подтверждаетъ 
также  зависимость  физическихъ  свойствъ,  напр.  цвѣта  воды,  отъ 
метеорологическихъ  явленій,  которыя,  вмѣстѣ  съ  внутренними 
причинами,  иногда  дѣлаютъ  воду  совершенно  негодною  къ  упо¬ 
требленію.  Что  касается  до  этихъ  послѣднихъ,  то  онѣ  вѣроятно 


состоятъ  въ  томъ,  что  вода,  вслѣдствіе  обваловъ,  нѣсколько  за¬ 
граждающихъ  ея  путь,  должна  вновь  прорывать  ложе,  при 
чемъ  измельченныя  минеральныя  частицы  уносятся  Механиче¬ 
ски  и  лишаютъ  воду  свойственной  ей  прозрачности.  Если  та¬ 
кую  воду  налить  въ  какой-нибудь  сосудъ,  то,  по  прошествіи 
нѣкотораго  времени,  унесенныя  частицы  осѣдаютъ  и  образуютъ 
отстой.  Эта  способность  воды  мутиться  отъ  невидимыхъ  при¬ 
чинъ  была  мною  замѣчена  въ  водѣ  колодца,  находящагося  въ 
карповскомъ  саду;  нѣкоторыя  же  воды,  какъ  напр.  бѣлгород¬ 
ская,  почти  постоянно  имѣютъ  бѣловатый  оттѣнокъ,  который 
не  вполнѣ  теряютъ  даже  со-временемъ.  Что  касается  до  Кар¬ 
довской  воды,  то  постоянный  отстой  ея  зависитъ  по 


части  отъ  мути,  производимой  ведрами,  бросаемымй  съ  доволь¬ 
но  значительной  высоты,  вслѣдствіе  чего  вещества,  находящіяся 
на  днѣ  резервуаровъ,  отъ  движенія  воды  поднимаются  къ  вер¬ 
ху,  такъ-какъ  толщина  водянаго  слоя  весьма  не  велика,  иногда 
не  болѣе  1 7*  фут. ;  что  же  касается  постоянной  мути  бѣл¬ 
городской  воды,  то  она  вѣроятно  происходитъ  отъ  другихъ 
причинъ,  такъ-какъ  глубина  колодца  весьма  велика. 

Незначительная  глубина  залежанія  водоносныхъ  слоевъ  имѣетъ 
вліяніе  на  вещества,  находящіяся  въ  растворѣ,  т.  е.  на  хими¬ 
ческія  свойства  воды;  количество  минеральныхъ  сблей  въ  ней 
болѣе  или  менѣе  непостоянно  и  самый  характеръ  эти&ъ  йз- 


мѣненій  указываетъ  на  то,  что  онѣ  происходятъ  отъ  верхнихъ 
слоевъ,  такъ -какъ  это  измѣненіе  замѣчается  преимущественно 
въ  щелочахъ  и  отчасти  въ  известковыхъ  соляхъ,  кромѣ  гипса; 
что  касается  этого  послѣдняго,  то  количество  его  измѣняется, 
сравнительно,  въ  весьма  тѣсныхъ  предѣлахъ. 

При  изученіи  химическихъ  свойствъ  здѣшнихъ  источниковъ, 
наиболѣе  обращаетъ  на  себя  вниманіе  количество  гипса,  кото¬ 
рое  во  всѣхъ  анализированныхъ  мною  водахъ  почти  одинаково, 
что,  по  моему  мнѣнію,  указываетъ  на  то,  что  тотъ  слой,  въ  ко¬ 
торомъ  текутъ  воды,  содержитъ  въ  себѣ  эту  соль  въ  незначи¬ 
тельномъ  количествѣ,  такъ  -  какъ  ея  въ  нихъ  весьма  немного, 
(это  не  относится  до  бѣлгородской  воды,  которая  въ  этомъ 
случаѣ,  какъ  и  въ  нѣкоторыхъ  другихъ,  представляетъ  аномалію). 

Разсматриваніе  мѣстности,  изъ  которой  вытекаютъ  источники, 
объясняетъ  отчасти  химическій  составъ  твердаго  остатка.  Со¬ 
держаніе  глинозема  въ  бѣлгородской,  карповской  и  Катарскаго 
водахъ  и  отсутствіе  его  въ  павловской  и  куряжской  зависитъ, 
вѣроятно,  отъ  глинистаго  или  болѣе  песчанаго  состава  зеленыхъ 
рухляковъ,  изъ  которыхъ  вытекаютъ  эти  воды,  и  такъ-какъ  онѣ 
содержатъ  въ  растворѣ  угольную  кислоту,  то  глиноземъ  можетъ 
въ  нихъ  отчасти  растворяться.  Что  касается  кремнезема,  то  онъ 
встрѣчается  въ  водахъ,  несодержащихъ  окиси  алюминія,  т.  е. 
въ  павловской  и  куряжской,  изъ  которыхъ  первая  содержитъ 
эту  примѣсь  въ  довольно  значительномъ  количествѣ. 

Въ  началѣ  я  упомянулъ  объ  аномаліи  бѣлгородскаго  источ¬ 
ника;  она  состоитъ  въ  томъ,  что  составъ  твердаго  остатка  дру¬ 
гихъ  водъ,  въ  большей  или  меньшей  степени,  объясняется  тѣми 
породами,  изъ  которыхъ  онѣ  выходятъ,  между  тѣмъ  какъ  бѣл¬ 
городскій  источникъ,  выходя  изъ  зеленыхъ  глинистыхъ  рухля¬ 
ковъ,  содержащихъ  глиноземъ  съ  желѣзомъ,  весьма  мало  из¬ 
вестковыхъ  солей  и  не  показывающихъ  слѣдовъ  гипса,  содер¬ 
житъ  то  и  другое  въ  сравнительно  огромномъ  количествѣ  и,  на- 


противъ  того,  только  незначительные  слѣды  глинозема  съ  же¬ 
лѣзомъ.  Причину  этого  должно  искать  въ  томъ,  что  онъ,  вѣро¬ 
ятно,  протекаетъ  по  ниже  лежащимъ  слоямъ,  которые  состоятъ 
изъ  известняковъ,  имѣющихъ  незначительное  протяженіе  или 
наклонъ  къ  сѣверу,  такъ-какъ  павловская  вода  содержитъ  из¬ 
весть  въ  самомъ  незначительномъ  количествѣ. 

Дѣлать  болѣе  подробную  характеристику  и  перечень  особенно¬ 
стей  въ  составѣ  водъ,  я  здѣсь  считаю  излишнимъ,  такъ-какъ 
все  это  будетъ  видно  изъ  анализа,  о  которомъ  нахожу  нужнымъ 
сказать  нѣсколько  словъ.  Для  опредѣленія  количества  твердаго 
остатка,  я  выпаривалъ  обыкновенно  200  сс.  воды,  имѣя  въ  виду 
то  обстоятельство,  что  при  большемъ  количествѣ  осадка,  опредѣле¬ 
ніе  вѣса  его  затрудняется  но  причинѣ  гигроскопичности  ве¬ 
ществъ,  составляющихъ  оный;  кромѣ  того ,  самое  прокаливаніе 
(для  удаленія  органическихъ  веществъ  и  кристаллизаціонной 
воды,  такъ-какъ  количество  ихъ  не  можетъ  быть  опредѣлено 
съ  точностью,  а  также  углекислоты,  находящейся  въ  соедине¬ 
ніи  съ  щелочными  землями),  дѣлаемое  мною  для  контроля,  при 
большомъ  количествѣ  солей  не  имѣло  бы  цѣли,  такъ-какъ  при 
сколько-нибудь  значительной  массѣ  трудно  удалить  тѣ  веще¬ 
ства,  для  опредѣленія  количественнаго  содержанія  которыхъ  не 
существуетъ  точнаго  способа.  Что  же  касается  до  самаго  ана¬ 
лиза,  то  въ  немъ  я  старался  по  -  возможности  приводить  соли 


въ  такое  состояніе,  чтобы  онѣ,  будучи  прокалены,  имѣли  совер¬ 
шенно  опредѣленный  химическій  составъ.  Взвѣшиванія  на  филь¬ 
трѣ  я  не  употреблялъ ,  потому  что  бумага ,  какъ  бы  ни  была 
хорошо  высушена,  во  время  самаго  взвѣшиванія  непремѣнно 
будетъ  притягивать  влагу  и  тѣмъ  вредить  вѣрности  опредѣле¬ 
нія,  и  погрѣшность  при  этомъ  будетъ  больше,  нежели  отъ  пепла 
фильтра,  который  не  превышаетъ  !  -го  миллиграмма. 

Сдѣлавши  это  краткое  замѣчаніе,  постараюсь  изложить  послѣ¬ 
довательный  ходъ  анализа. 
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Анализъ  воды  изъ  общаго  резервуара  источниковъ,  на¬ 
ходящихся  въ  кариовскомъ  саду. 

Прежде  чѣмъ  приступитъ  къ  количественному  опредѣленію 
растворенныхъ  веществъ,  я  подвергалъ  несгущенную  воду  раз¬ 
личнымъ  испытаніямъ,  результатъ  которыхъ  слѣдующій: 

1.  Прокипяченная  вода  слегка  мутится,  что  показываетъ  ири- 
сутствіе  двууглекислыхъ  солей  щелочныхъ  земелъ,  которыя  при 
этомъ  разлагаются,  выдѣляя  угольный  ангидритъ  и  нераствори¬ 
мый  осадокъ  углекислой  извести  или  магнезіи. 

2.  Вода,  будучи  смѣшана  съ  крѣпкимъ  спиртомъ,  выдѣляетъ, 
по  прошествіи  нѣкотораго  времени,  незначительный  осадокъ  гипса. 

3.  Щелочной  растворъ  щавелево  -  кислаго  амміака  выдѣляетъ 
обильный  осадокъ  щавелево-известковой  соли. 

4.  Азотнокислое  серебро  производитъ  едва  замѣтную  муть, 
что  указываетъ  на  незначительное  количество  хлористыхъ  сое¬ 
диненій. 

5.  Баритовыя  соли  производятъ  весьма  значительный  осадокъ. 

Качественный  анализъ. 

Выпаривши  достаточное  количество  воды,  я  обработалъ  по¬ 
лученный  осадокъ  слабою  азотною  кислотою,  при  чемъ  выдѣ¬ 
лялось  весьма  значительное  количество  угольной  кислоты  и  по- 

с/ 

лучался  въ  осадкѣ  гипсъ.  Въ  профильтрованной  жидкости  из¬ 
бытокъ  ѣдкаго  амміака  (который  не  давалъ  мути  съ  хлорис¬ 
тымъ  кальціемъ)  не  производилъ  никакого  дѣйствія,  что  пока¬ 
зывало  отсутствіе  глинозема  и  тяжелыхъ  металловъ;  прибавле¬ 
ніе  же  угле-амміачной  соли  образовало  весьма  обильный  осадокъ, 
который,  будучи  обработанъ  небольшимъ  количествомъ  нашаты¬ 
ря,  почти  не  показывалъ  въ  фильтратѣ  присутствія  магнезіи, 
такъ-какъ  съ  фосфорнокислымъ  аміакомъ  выдѣлялъ  ничтожное 


количество  кристалловъ  двойной  соли,  которая  имѣетъ  отличи¬ 
тельное  свойство  не  растворяться  въ  хлористомъ  аммоніи. 

Удаливши  избытокъ  фосфорной  соли  азотно-кислою  ртутью  изъ 
кислаго  раствора,  выпаривши  отфильтрованную  жидкость  и  про¬ 
каливши  остатокъ  для  освобожденія  его  отъ  избытка  ртути  и 
аммоніакальныхъ  солей,  я  скова  растворилъ  въ  соляной  кисло¬ 
тѣ  нелетучую  часть,  которая  могла  состоять  изъ  однѣхъ  толь¬ 
ко  щелочей,  и  прибавилъ  спиртоваго  раствора  двухлористой 
платины;  но  оранжевыхъ  кристалловъ  двойной  соли  даже  на 
другой  день  не  было  замѣтно,  что  доказываетъ  отсутствіе  ка¬ 
лійныхъ  солей. 

Небольшая  порція  первоначальнаго  остатка,  подвергнутая 
нагрѣванію,  сначала  сильно  бурѣла,  за-тѣмъ  этотъ  цвѣтъ  мало- 
но-малу  замѣнялся  чернымъ,  при  чемъ  масса  начинала  слегка  „ 
пучиться,  что  вѣроятно  происходило  отъ  выдѣленія  крнстадли- 
заціоной  воды  и  углекислоты,  соединенной  съ  щелочными  зем¬ 
лями.  При  дальнѣйшемъ  накаливаніи  масса  снова  побѣлѣла  и 
сплавилась;  это  измѣненіе  цвѣта  ясно  указываетъ  на  присут¬ 
ствіе  органическихъ  веществъ. 

Прокаленная  масса  отъ  прибавленія  кислотъ  шипѣла,  что 
доказываетъ  присутствіе  углекислаго  натра,  такъ-какъ  въ  этомъ 
случаѣ  только  одна  эта  соль  могла  не  разложиться. 

К о  л и чественн м й  а н а  л  изъ. 

Для  опредѣленія  количества  твердаго  остатка ,  я  выпарилъ 
200  се.  воды,  предварительно  профильтрованной  для  удаленія 
механическихъ  примѣсей,  высушилъ  осадокъ  въ  сушильнѣ,  про¬ 
державъ  его  тамъ  около  часа  при  температурѣ  1 20  градусовъ; 
взвѣсилъ  и  прокалилъ  для  удаленія  какъ  органическихъ  ве¬ 
ществъ,  такъ  и  кристаллизаціонной  воды  и  угольной  кислоты, 
которая,  при  свободномъ  доступѣ  воздуха,  выдѣляется  изъ  угле¬ 
кислыхъ  солей  металловъ  щелочныхъ  земель  при  темно-красномъ 
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каленіи;  за-тѣмъ  осадокъ  былъ  снова  взвѣшенъ,  и  уменьшеніе 
вѣса  указывало  на  количество  выдѣлившихся  составныхъ  час¬ 
тей,  изъ  которыхъ  только  угольная  кислота  могла  быть  точно 
опредѣлена. 

Для  самаго  анализа  былъ  выпаренъ  1  литръ  воды  въ  пла¬ 
тиновой  чашкѣ;  полученный  осадокъ  хорошо  высушенъ  и  об¬ 
работанъ  чистою  азотною  кислотою.  Отдѣливши  нерастворимую 
часть,  состоящую  изъ  гипса,  я  сжегъ  ее  съ  фильтромъ,  наблю¬ 
дая  при  этомъ,  чтобы  осадокъ  былъ  по  возможности  отдѣленъ 
отъ  бумаги;  тѣ-же  частицы  гипса,  которыя  не  были  отдѣлены, 
хотя  отъ  дѣйствія  угля  при  высокой  температурѣ  могли  от¬ 
части  возстановляться  и  переходить  въ  сѣрнистый  кальцій,  не 
вредили  опредѣленію,  такъ-какъ  количество  ихъ  было  весьма 
незначительно  и,  кромѣ  того,  приходя  въ  прикосновеніе  съ  из¬ 
быткомъ  кислорода  воздуха  при  довольно  высокой  температурѣ, 
онѣ  должны  были  снова  окисляться;  за  -  тѣмъ  осадокъ  былъ 
взвѣшенъ.  Потомъ,  перемѣшавши  его  сь  фтористымъ  аммоніемъ, 
я  подвергнулъ  его  медленному  нагрѣванію,  которое  продолжалъ 
до  тѣхъ  поръ,  пока  выдѣленіе  паровъ  не  прекратилось,  при 
чемъ  гипсъ  конечно  не  могъ  измѣняться,  а  кремнеземъ  пере¬ 
ходилъ  бы  въ  фтористый  кремній,  который  долженъ  бы  уле¬ 
тучиваться;  но,  при  вторичномъ  опредѣленіи  вѣса,  уменьшенія 
его  не  замѣчалось,  что  служило  доказательствомъ  отсутствія 
кремнезема.  Въ  отфильтрованную  жидкость,  пресыщенную  ѣд¬ 
кимъ  амміакомъ,  было  прибавлено  чистаго  нашатыря  и  щавелево- 
амміачной  соли  для  осажденія  известковыхъ  солей,  й  когда  оса¬ 
докъ  вполнѣ  образовался  (для  чего  жидкость  была  оставлена 
до  другаго  дня),  онъ  былъ  собранъ  на  фильтрѣ,  высушенъ  и 
прокаленъ  при  возможно  высшей  температурѣ,  для  полнѣйшаго 
разложенія  угле-известковой  соли,  образовавшейся  изъ  щавеле¬ 
вой  при  нагрѣваніи.  Накаливаніе  платиноваго  тигля  поддер¬ 
живалось  около  часа,  при  чемъ  выдѣлявшійся  угольный  ап- 
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гидритъ  по  возможности  удалялся,  такъ-какъ  безъ  этой  пред¬ 
осторожности  разложеніе  могло  быть  ее  полное;  за-тѣмъ  взвѣ¬ 
шенный  осадокъ  былъ  обработанъ  азотною  кислотою,  снова  про¬ 
каленъ  и  взвѣшенъ;  неизмѣняемость  результатовъ,  вмѣстѣ  съ 
отсутствіемъ  шипѣнія,  убѣждали  въ  вѣрности  опредѣленій.  Филь¬ 
тратъ  былъ  обработанъ  фосфорно  -  кислымъ  амміакомъ ,  при 
чемъ  количество  образовавшейся  двойной  соли,  не  смотря  на  24- 
часовое  стояніе,  оказалось  такъ  ничтожно,  что  опредѣлять  ее 
было  не  возможно.  За-тѣмъ  фильтратъ  былъ  подкисленъ  азот¬ 
ною  кислотою  и  обработанъ  азотно-ртутною  солью,  для  удале¬ 
нія  избытка  фосфорной  кислоты.  Отфильтрованная  жидкость  о- 
сторожпо  выпарена  и  аммоніакальныя  соли  и  ртуть  удалены  на- 
грѣваніемъ,  а  оставшіяся  натронныя  соли  обработаны  избыт¬ 
комъ  чистой  сѣрной  кислоты  и  подвергнуты  нагрѣванію  въ  пес¬ 
чаной  банѣ.  Когда  выдѣленіе  газовъ  (802)  прекратилось,  остав¬ 
шаяся  масса  сѣрнокислаго  натра  прокалена  и  быстро  взвѣшена, 
для  избѣжанія  погрѣшности,  могущей  ироизойдти  отъ  поглоще¬ 
нія  изъ  воздуха  водяныхъ  паровъ  опредѣляемою  солью. 

Для  опредѣленія  сѣрной  кислоты  —  сгущать  воду  было  невоз¬ 
можно,  вслѣдствіе  того,  что  сильнѣйшее  выдѣленіе  паровъ  про¬ 
исходитъ  всегда  по  краямъ  чашки,  при  чемъ  жидкость  въ  э- 
тихъ  мѣстахъ  скоро  пресыщается  гипсомъ,  такъ-какъ  эта  соль 
имѣетъ  весьма  слабую  растворимость  и,  осѣдая,  такъ  сильно 
пристаетъ  къ  стѣнкамъ ,  что  отдѣлить  ее  почти  невозможно, 
что  дѣлаетъ  опредѣленіе  крайне  затруднительнымъ;  потому  я 
употреблялъ  несгущенную  воду,  которую  бралъ  въ  количествѣ 
200  сс.,  подкислялъ  азотною  кислотою  (предварительно  убѣ¬ 
дившись,  что  она  не  содерлштъ  сѣрной),  приливалъ  азотно-ба¬ 
ріевой  соли  и,  для  полнѣйшаго  образованія  осадка,  оставлялъ 
стоять  до  другаго  дня,  за-тѣмъ,  отдѣливши  его  отъ  жидкости, 
высушивалъ  и,  прокаливши,  взвѣшивалъ. 

Для  опредѣленія  хлора,  300  сс.  воды  были  сгущены  до  де- 
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сятой  части  первоначальнаго  объема.  Отфильтрованная  жидкость 
была  облита  азотною  кислотою  (ее  дававшею  осадка  съ  азот¬ 
нокислымъ  серебромъ)  для  разложенія  углекислыхъ  солей,  а 
также  и  для  лучшаго  осажденія  хлористаго  серебра.  Получен¬ 
ный  осадокъ  отъ  азотно-кислаго  серебра  сжигался  съ  фильтромъ 
въ  фарфоровомъ  тиглѣ,  при  чемъ  углеродистые  водороды,  об¬ 
разующіеся  при  разложеніи  клѣтчатки,  возстановляли  большую 
часть  серебряной  соли,  которая,  для  переведенія  въ  хлористое 
соединеніе,  обливалась  крѣпкою  азотною  кислотою,  растворяв¬ 
шею  металлическое  серебро.  Для  полнѣйшей  реакціи  тигель 
слегка  нагрѣвался ,  что  дѣлалось  виродолженіи  одного  или 
двухъ  дней,  причемъ  азотная  кислота,  но  мѣрѣ  надобности,  бы¬ 
ла  прибавляема,  и  наконецъ  растворъ  обливался  соляною  кисло¬ 
той  и  нагрѣвался  мало-по-малу,  во  избѣжаніе  разложенія  хло¬ 
ристаго  серебра  отъ  паровъ  воды,  что  могло  бы  произойдти  при 
быстромъ  возвышеніи  температуры;  за-тѣмъ  масса  сплавлялась 
и  взвѣшивалась. 

Для  опредѣленія  угольной  кислоты,  выпаривался  въ  фарфо¬ 
ровой  чашкѣ  избытокъ  воды.  Полученный  осадокъ  осторожно 
высушивался  на  пескѣ,  за-тѣмъ  по  возможности  отдѣлялся  отъ 
чашки,  хорошенько  перемѣшивался  и  раздѣлялся  ка  двѣ  пор¬ 
ціи:  одна  служила  для  опредѣленія  всей  углекислоты,  а  другая  — 
для  той  ея  части,  которая  соединена  съ  щелочами;  эта  вторая 
порція  долго  прокаливалась,  при  возможно  высшей  температурѣ, 
при  чемъ  одинъ  только  углекислый  натръ  могъ  оставаться  не- 
разложеннымъ.  За-тѣмъ  самое  опредѣленіе  дѣлалось  при  помо¬ 
щи  маленькой  колбы,  къ  которую  всыпалось  взвѣшенное  веще¬ 
ство;  оно  смачивалось  водою  для  лучшаго  прикосновенія  съ  сѣр¬ 
ною  кислотою.  Въ  горло  сосуда  при  помощи  пробки  вставлялась 
трубка,  на-подобіе.  буквы  №;  наружный  конецъ  ея  былъ  до¬ 
вольно  широкъ  сравнительно  съ  двумя  другими,  изъ  которыхъ 
находящійся  внутри  колбы  былъ  оттянутъ,  для  того  чтобы  сѣр- 


ная  кислота  падала  на  испытуемое  вещество  только  маленькі- 
ми  каплями.  Эта  предосторожность  препятствовала  угольному 
ангидриту  сразу  выдѣляться  въ  большомъ  количествѣ,  причемъ, 
понятно,  онъ  не  могъ  бы  хорошо  осушаться.  Самое  опредѣленіе 
производилось  такимъ  образомъ:  въ  наружное  колѣно  трубки 
наливалась  концентрированная  сѣрная  кислота,  а  па  дно  кол- 
1  і  бы  насыпалось  извѣстное  количество  осадка,  который  потомъ 
смачивался  водою,  за- тѣмъ  весь  аппаратъ  взвѣшивался  и  ста¬ 
вился  '  подъ  колоколъ  пневматической  машины;  когда  воздухъ 
въ  снарядѣ  разрѣжался,  то,  при  отпираніи  крана,  давленіе  ат¬ 
мосферы  заставляло  сѣрную  кислоту  проходить  въ  аппаратъ; 
выдѣляющаяся  угольная  кислота  осушалась  въ  наружномъ  ко¬ 
лѣнѣ  трубки;  воздухъ  подъ  колоколомъ  снова  разрѣжался  и  т.  д., 
что  продолжалось  до  тѣхъ  поръ,  пока  выдѣленіе  газа  не  пре¬ 
кращалось;  потомъ  углекислота,  находящаяся  въ  колбѣ,  нѣсколь¬ 
ко  разъ,  вытягивалась  и  замѣнялась  воздухомъ;  наконецъ  весь 
аппаратъ  снова  взвѣшивался.  Уменьшеніе  вѣса  показывало  ко¬ 
личество  выдѣленной  углекислоты.  Погрѣшность,  могущая  про- 
изойдти  отъ  неполнаго  удаленія  угольнаго  ангидрита,  при  употреб¬ 
ляемой  мною  колбѣ  въ  25  сс.  вмѣстимостью,  такъ  ничтожна, 
что  ею  можно  пренебречь. 

Повторивши  эту  операцію  надъ  прокаленнымъ  и  измельчен¬ 
нымъ,  по  возможности,  осадкомъ,  я  получалъ  вѣсъ  углекислоты, 
соединенной  съ  натромъ,  а  сравненіе  результатовъ  обоихъ  о- 
предѣленій  показывало  количество  этого  газа,  соединенное  съ 
известью. 

Количества  азотной  кислоты  я  не  опредѣлялъ,  а  присутствіе 
ея  несомнѣнно  во  всѣхъ  водахъ,  такъ-какъ  онѣ,  будучи  сгу¬ 
щены,  даютъ  красное  окрашиваніе  отъ  прибавленія  сѣрной  ки¬ 
слоты  и  бруцина;  это  и  объясняетъ  —  почему  во  всѣхъ  моихъ 
анализахъ  не  хватаетъ  кислотъ  для  насыщенія  основаній. 
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Газовый  анализъ. 

Для  выдѣленія  растворенныхъ  газовъ,  было  взято  200  сс. 
свѣжей  воды,  т.  е.  такой,  которая  еще  не  согрѣлась  до  выдѣ¬ 
ленія  пузырьковъ;  эта  вода  наливалась  въ  колбу  нѣсколько  боль¬ 
шей  вмѣстимости  и  нагрѣвалась,  при  чемъ  выдѣляющіеся  газы  со¬ 
бирались  надъ  ртутью,  въ  градированномъ  цилиндрѣ;  пагрѣваніе 
продолжалось  до  тѣхъ  поръ,  пока  газа  не  замѣняли  одни  во¬ 
дяные  пары,  что  было  замѣтно  потому,  что,  проходя  чрезъ  слой 
ртути,  они  сгущались  и  принимали  капельно-жидкое  состояніе. 

Когда  пузырьки  перестали  показываться  на  поверхности  рту¬ 
ти,  иагрѣваніе  было  прекращено  и  газоотводная  трубка  погру¬ 
жена  въ  воду,  которая  йотомъ  заняла  почти  весь  объемъ  сна¬ 
ряда:  это  служило  доказательствомъ  того,  что  весь  газъ  былъ 
выдѣленъ. 

Давши  время  цилиндру  съ  собранными  газами  принять  темпе¬ 
ратуру  окружающаго  воздуха,  я  замѣтилъ  оную,  а  также  объемъ 
газа  и  высоту  ртутнаго  столба.  Для  поглощенія  углекислоты,  подъ 
цилиндръ  осторожно  вводился  кусочекъ  ѣдкаго  кали,  который 
растворялся  въ  находящейся  тамъ  водѣ  (образовавшейся  чрезъ 
сгущеніе  пара),  и  приборъ  оставлялся  въ  этомъ  видѣ  до  тѣхъ 
поръ,  пока  поглощеніе  газа  не  прекращалось;  тогда  снова  за¬ 
мѣчался  объемъ  газа,  высота  ртути,  а  равно  и  температура,  и 
истинный  объемъ  газа  при  нормальномъ  давленіи  и  температу¬ 
рѣ  0°  опредѣлялся  но  формулѣ: 

ш-  У(н-ь-о 

00367.1)  760 

гдѣ  У  есть  вымѣренный  объемъ,  Н  атмосферное  давленіе  (я 
принималъ  его  =  7бОпші.),  Ь.  давленіе  ртутнаго  столба  внутри 
трубки,  1  упругость  водяныхъ  паровъ  для  температуры  1,  вы¬ 
раженное  въ  миллиметрахъ  ртути,  1  температура,  а  \У  истин¬ 
ный  объемъ  сухаго  газа  при  1  =  0  и  нормальномъ  давленіи. 


Гидрометрическій  градусъ  водъ  опредѣлялся  такимъ  обра¬ 
зомъ:  взятъ  былъ  нормальный  растворъ  хлористаго  барія  (такъ- 
какъ  его  можно  имѣть  совершенно  сухимъ),  соотвѣтствующій 
нормальному  раствору  хлористаго  кальція  въ  4000  част.  воды. 
Для  приготовленія  мыльной  тинктуры,  1 0  граммовъ  сухаго  мыла 
растворялись  въ  160  граммахъ  крѣпкаго  спирта,  растворъ  раз¬ 
бавлялся  100  грам.  дистиллированной  воды  и  фильтровался.  Эта 
тинктура  пѣнила  40  сс.  дистиллированной  воды  0,2  сс.,  а  нор¬ 
мальный  растворъ  хлористаго  барія  2,7  сс.,  гидротиметрическій 
же  градусъ  такого  раствора  считается  =  23. 

Анализъ, 

1000  сс.  воды  содержатъ  въ  растворѣ: 

углекислоты  —  46,0  сс. 
другихъ  газовъ  —  10,5 

Всего  —  56,5. 

То-же  количество  воды,  послѣ  выпариванія,  оставляетъ  суха¬ 
го  вещества  0,895  дг.,  которое  при  прокаливаніи  теряетъ 
0,080  —  0,090  1 ;  слѣдовательно  вѣсъ  прокаленнаго  остатка 
0,815  —  0,305.  Онъ  содержитъ: 

СаО  — 0,098  дг. 

№цО  —  0,101  — 

80,-0,062  — 

С1  —  0,028  — 

С02 —  0,013  соединенной  съ  натромъ,  а 
слѣды  магнезіи  и  потеря  —  0,003  дг.  всей  0,024. 

Всего  —  0,305  дг. 

!  Что  касается  распредѣленія  элементовъ  между  собою,  то  это, 

конечно,  не  можетъ  быть  извѣстно,  за  исключеніемъ  немногихъ 

!  _ 

1  Причина  различія  чиселъ  объяснена  ниже. 
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случаевъ,  какъ-то  гипса,  углекислой  извести  и  углекислаго  нат¬ 
ра,  количество  которыхъ  слѣдующее: 

Гипса .  0,047  &г. 

Двууглекислой  извести  0,036  — 

Углекислаго  натра.  .  0,032  — 

Гидротиметрическій  градусъ  201/2. 

Въ  началѣ  я  замѣтилъ,  что  отстой  водъ  зависитъ  по  боль¬ 
шей  части  отъ  механическихъ  примѣсей;  но  этотъ  источникъ 
имѣетъ  свою  особенность ,  которая  заключается  въ  томъ ,  что 
вода,  будучи  профильтрована,  чрезъ  нѣсколько  времени  выдѣ¬ 
ляетъ  глиноземъ — въ  этомъ  я  убѣдился  анализируя  воду  только- 
что  отфильтрованную  и  простоявшую  нѣсколько  дней,  при  чемъ 
получилась  разность  въ  вѣсѣ  твердаго  остатка  и  отсутствіе  въ 
немъ  глинозема,  количество  котораго  въ  первой  порціи  было 
0,008.  Кромѣ  того  эта  вода  иногда  содержитъ  магнезію  и  нѣ¬ 
сколько  большее  количество  углекислыхъ  солей;  температура  ея 
отъ  6  до  7  У/.  Колодезь,  изъ  котораго  я  бралъ  воду  для  этого 
анализа,  образуется  отъ  сліянія  двухъ  источниковъ,  находя¬ 
щихся  въ  оврагѣ  карповскаго  сада;  изъ  нихъ  находящійся  бли¬ 
же  къ  рѣкѣ  содержитъ  твердыхъ  нелетучихъ  веществъ  въ  ли¬ 
трѣ  немного  болѣе  0,250  &г.  и  температура  его  около  8°. 

Прим.  Опредѣленіе  количества  газовъ,  по  вышеприведенной  фор¬ 
мулѣ,  производилось  такимъ  образомъ:  200  сс.  воды  дали  газа  такое 
количество,  что  онъ  занялъ  146  дѣленій  трубки,  длина  которыхъ 
равнялась  1  інт.,  а  объемъ  0,3  сс.,  слѣдовательно  V—  43,8  сс., 
1і  47  пип.,  і  —  20,5,  упругость  водянаго  пара,  выраженная  въ 
милиметрахъ  ртути  для  этой  температуры,  т.  е.  /=17,9  (Менде- 
лѣевъ,  Количественный  Анализъ,  2-й  выпускъ,  стр.  352),  слѣдова¬ 
тельно  формула  приметъ  видъ: 

43,8  (760  —  4-7—  17,9)  30445,78 

(1  +0,00367.20,5)  760~  81 7, ^вбО^37’3* 

Вычитая  объемъ  колбы  и  газоотводной  трубки,  который  былъ  ра¬ 
венъ  26  сс.,  получимъ  Ж  равнымъ  11,3;  слѣдовательно  въ  1000  сс. 


— - 
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воды  будетъ  всего  газа  56,5  сс.;  послѣ  поглощенія  углекислоты 
У—  112  тш.  или  33,6  сс.,  Ь—ІЪ,  і — 16,/ — 13,5,  слѣд.  формула 

33,6(760—77  —  13,5 _ 22629,60 

будетъ  ^  1  +  о,00367. 16)  760  _ 804,6272=28,1- 

Поступая  по  прежнему  и  вычитая  полученный  объемъ  изъ  перво¬ 
начальнаго,  будемъ  имѣть  количество  С02— 46,0  сс. 

Анализъ  карповской  воды  изъ  резервуара  наиболѣе 

отдаленнаго  отъ  рѣки. 

Въ  1000  сс.  воды  растворено: 


Углекислоты, .  96  сс. 

Другихъ  газовъ .  14 


Всего  110  .сс. 

Высушеннаго  твердаго  вещества  0,630  §г.,  которое  при  на¬ 
каливаніи  теряетъ  0, 12 5;  слѣдовательно  прокаленнаго  остатка 
0,505,  содержащаго: 

СаО  —  0,066  &г. 

М^О  —  0,005 
№.,0  —  0,197 
803  —  0,201 
01  —  0,020 

С02  —  0,008  съ  натромъ,  а  всей  0,040 
слѣды  А1203,  ГеО  и  потеря— 0,008 

Всего  —  0,505  §г. 

Изъ  солей  можно  достовѣрно  указать  на  слѣдующія: 

Гипса .  0,046  §г. 

Двууглекислой  извести  0,105 

соединена  съ  магнезіей. 

Углекислаго  натра.  .  .  0,019 
Гидрометрическій  градусъ  17. 

* 
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Температура  во  время  двухъ  опредѣленій  не  измѣнялась  и 
была  равна  62Д°- 

Резервуаръ,  находящійся  ближе  къ  городу,  отлагаетъ  твер¬ 
дыхъ  веществъ  меньше,  а  также  и  гипса,  но  содержитъ  болѣе 
глинозема  съ  желѣзомъ. 

Анализъ  куряжской  воды. 

1000  сс.  воды  содержатъ  въ  растворѣ: 


Углекислоты . 62,5  сс. 

Другихъ  газовъ . слѣды. 


Высушеннаго  твердаго  вещества  0,450  дг.,  которое  при  про¬ 
каливаніи  теряетъ  0,165;  слѣдовательно  прокаленнаго  остатка 
0,285,  который  содержитъ: 

СаО  —  0,147  §г. 

Иа20  —  0,058  — 

803  —  0,057  — 

С1  —  0,007  — 

Слѣды  магнезіи,  углекислоты, 
соединенной  съ  Ка20,  и  потеря  —  0,016  — 

Всего  —  0,285  §г. 


всей  углекислоты .  0,072. 

Распредѣленіе  извѣстныхъ  мнѣ  солей  такое : 

Гипса  съ  слѣдами  кремнезема  —  0,053  дг. 

Углекислаго  натра . —  слѣды 

Двууглекислой  извести.  ...  —  0,399 


Гидротиметрическій  градусъ  27  Ѵ4. 
Температура  7‘Д°. 

Анализъ  павловской  воды. 

1000  сс.  содержатъ  въ  растворѣ: 


Углекислоты . . 51,0  сс. 

Другихъ  газовъ . слѣды. 
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Высушеннаго  твердаго  вещества —  0,575  §г.,  потеря  при  про¬ 
каливаніи  0,135;  слѣдовательно  прокаленнаго  остатка  0,440, 
который  содержитъ: 

СаО  —  0,048  §т. 

М§*0  —  0,073  — 

ИГа20  —  0,186  (опредѣленъ  по  разности) 

803  —  0,085  — 

01  —  0,019  — 

С02  —  0,030  съ  натромъ,  а  всего  112 

Всего  —  0,440  §г. 

Распредѣленіе  солеи  (углещелочныхъ  земель  —  не  пишу  потому, 
что  не  знаю,  какая  часть  угольнаго  ангидрита  соединена  съ  из¬ 
вестью  и  какая  съ  магнезіею): 

Гипса  съ  кремнеземомъ  0,041.  $г. 

Углекислаго  натра  .  .  .  0,072  — 
Гидротиметрическій  градусъ  26  *Д- 
Температура  81/*0. 


воды. 

Катарскаго. 

Карповская. 

Куряжская. 

Ч 

Павловская. 

Твердаго 

остатка. 

Сухого. 

0,395  6г. 

0,630  §г. 

0,450  зг. 

0,575  8г. 

Прокален. 

0,305 

0,505 

0,285 

0,440 

Разность. 

0,090 

0,125 

0,165 

0,135 

Составъ 

твердаго 

остатка. 

СаО 

0,098  ; 

0,066 

0,147 

0,048 

М§0 

I) 

0,005 

п 

0,073 

Ка20 

0,101 

0,197 

0,058 

0,186 

803 

0,062 

0,201 

0,057 

0,085 

С1 

0,028 

0,020 

0.007 

0,019 

со2 

СъNа20 

0,013 

0,008 

)) 

0,030 

СъСаО 

0,011 

0,032 

0,072 

0,082 

Соли. 

&04Са 

0,047 

0,046 

0,053 

0,041 

СаОбСа 

0,036 

0,105 

0,399 

— 

С03Ка2 

0,032 

0,019 

» 

0,072 

Углекислоты  въ  раств. 

46,0  с  с. 

96,0  с. с. 

62,5  с. с. 

51,0  с. с. 

Гидротиметрическій  гр. 

20 'Л 

17 

27Ѵ4 

26/4 

Температура. 
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7Ѵ, 
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ПРИБАВЛЕНІЕ. 


Анализъ  бѣлгородской  воды. 

Не  имѣя  времени  повторить  этотъ  анализъ  и  въ  то-же  время 
не  находя  его  вполнѣ  удовлетворительнымъ,  такъ  -  какъ  это 
былъ  первый  мой  опытъ,  я  не  рѣшаюсь  помѣстить  его  на-ряду 
съ  прочими  изслѣдованіями;  но  такъ-какъ  результаты  все-таки 
приблизительны  и  какъ ,  кромѣ  того ,  эта  вода  имѣетъ  такое 
рѣзкое  отличіе  отъ  всѣхъ  прочихъ,  то  я  не  могу  несказать  о 
ней  нѣсколько  словъ. 

Бѣлгородскій  источникъ  прежде  принадлежалъ  къ  самымъ 
лучшимъ  въ  Харьковѣ,  но  когда  захотѣли  разчистить  колодезь 
и  прокопать  его  глубже  съ  цѣлью  усилить  родникъ,  то  пробили 
слой  голубой  глины,  подъ  которымъ  оказался  новый  водосодер¬ 
жащій  слой,  ^  но  имѣющій  воду  такого  дурного  качества,  что  ея 
струя,  смѣшавшись  съ  прежнею,  окончательно  ее  испортила,  и 
теперь,  кромѣ  большей  или  меньшей  непрозрачности  и  бѣлова¬ 
таго  оттѣнка,  эта  вода  содержитъ  громадное  количество  гипса. 

Прежде  изложенія  результатовъ  моего  анализа  замѣчу,  что 
онъ  былъ  дѣланъ  надъ  неотфильтрованною  жидкостью,  имѣвшею 
совершенно  бѣлый  цвѣтъ. 
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Количество  слегка  прокаленнаго  твердаго  остатка  въ  литрѣ 
0,910  §г.,  а  составъ  слѣдующій: 

СаО  —  0,184  дг. 

М^О- 0,140  — 

№,0  —  0,245  — 

803  —  0,808  — 

С1  —  0,067  — 

СО,  — 0,057  — 

Слѣды  глинозема  съ  желѣзомъ  и 
потеря . —  0,009  — 

Всего  —  0,910  §г. 

Распредѣленіе  солей  таково: 

Гипса . 0,181  ^г. 

Двууглекислой  извести  .  .  .  .  0,164  — 

Углекислаго  натра . нѣтъ. 

Температура  71/,. 

Опредѣлять  гидротиметрическій  градусъ  этой  воды,  по  выше¬ 
приведенному  способу  приготовленія  мыльнаго  раствора,  совер¬ 
шенно  невозможно,  потому  что,  кромѣ  нерастворимыхъ  солей 
жирныхъ  кислотъ,  осѣдаетъ  отъ  спирта  гипсъ,  что  совершенно 
затемняетъ  дѣло. 
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ОГЛАВЛЕНІЕ. 
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ГЛАВА  і. 


Стр. 


§  1.  Опредѣленіе  выраженія  притяженія  одной  мате¬ 
ріальной  частицы  на  другую.  Выраженіе  притяженія  дан¬ 
наго  тѣла  на  частицу,  находящуюся  внѣ  его,  при  прямо¬ 
линейной  и  полярной  системахъ  координатъ.  §  2.  Опре¬ 
дѣленіе  слагающихъ  притяженія  при  тѣхъ-же  условіяхъ. 
Потенціалъ.  §  3.  Выраженіе  слагающихъ  притяженія  по 
произвольному  направленію;  выраженіе  равнодѣйствующей, 
какъ  функціи  потенціала.  §  4.  Общія  свойства  потенціала. 

§  5.  Случаи,  въ  которыхъ  существуетъ  функція  силъ, 

§  6.  Существенныя  черты  различія  выраженія  потенціала 
въ  прямолинейныхъ  и  полярныхъ  координатъ.  Опредѣленіе 
слагающихъ  притяженія  и  первыхъ  производныхъ  отъ  по¬ 
тенціала,  когда  притягиваемая  частица  находится  внутри 
данной  дѣйствующей  на  нее  массы.  Сравненіе  результа¬ 
товъ  двухъ  пріемовъ . . 1 


ГЛАВА  II. 


§  1.  Методы  изслѣдованія  вопроса  о  притяженіи.  §  2. 
Притяженіе  шаровыхъ  обвертокъ  и  шаровъ  на  частицу, 
находящуюся  внутри  или  внѣ  ихъ,  §  3.  Притяженіе  ци¬ 
линдровъ  и  конусовъ.  §  4.  Притяженіе  эллипсоидальныхъ 


II. 


обвертокъ.  §  5.  Опредѣленіе  закона  дѣйствія  силы  при¬ 
тяженія,  при  которомъ  дѣйствіе  это  одинаково  съ  тѣмъ 
случаемъ,  если  вся  масса  сосредоточена  въ  центрѣ  дан¬ 
наго  тѣла.  §  6.  Особенное  свойство  притяженія,  при  дѣй¬ 
ствіи  силы  притяженія  прямо  пропорціональномъ  разсто¬ 
янію.  §  7.  Полученіе  выраженій  притяженія,  въ  предъ- 
идущихъ  случаяхъ  при  помощи  функціи  потенціала.  §  8. 
Общія  формулы  для  слагающихъ  притяженія  сфероидовъ. 
Преобразованіе  координатъ  Лапласа.  Примѣненіе  къ  обык¬ 
новенной  полярной  системѣ.  §  9.  Приложеніе  теоріи  Ла¬ 
пласа  къ  замкнутымъ  сфероидамъ,  ограниченнымъ  поверх¬ 
ностями  втораго  порядка.  §  10.  Замѣчаніе  относительно 
изслѣдованій  Лапласа.  §§  11,  12  и  13.  Изслѣдованія 
Шаля  относительно  притяженія  сфероидовъ . 26* 

ГЛАВА  1,11. 

§  1.  Изслѣдованіе  вторыхъ  производныхъ  отъ  потен¬ 
ціала.  §  2.  Основныя  уравненія  теоріи  потенціаловъ  Ла¬ 
пласа  и  Пуасона,  для  тѣлъ  однородныхъ  или  неоднород¬ 
ныхъ.  Пріемъ  Клаузіуса.  §  3.  Распространеніе  формулъ 
Лапласа  и  Пуасона  на  случай,  когда  поверхность,  огра¬ 
ничивающая  данное  тѣло,  возвратная.  §  4.  Примѣненіе 
тѣхъ-же  формулъ,  когда  притягиваемая  частица  находится 
на  самой  поверхности  даннаго  тѣла.  §  5.  Случай,  когда 
плотность  даннаго  тѣла  разрывная.  §  6.  Тождественность 
первыхъ  производныхъ  отъ  функцій  потенціала,  при  раз¬ 
личныхъ  пріемахъ  ихъ  полученія.  §  7.  Изслѣдованіе  по¬ 
тенціала,  его  первыхъ  и  вторыхъ  производныхъ  по  мето¬ 
ду  Гауса . .  . 67. 

ГЛАВА  IV. 

§  1.  Разложеніе  потенціала  въ  рядъ.  §§  2,  3  и  4. 
Преобразованіе  одной  системы  координатъ  въ  другую  по 
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способу  Ламе.  §  5.  Болѣе  общій  пріемъ  для  преобразова¬ 
нія  координатъ  Вебера.  §§  6,  7  и  8.  Разрѣшеніе  урав¬ 
неніи  Лапласа  и  Пуасона  съ  помощію  шаровыхъ  функціи 
Лапласа  и  Лежень- Дирехле . 106. 

ГЛАВА  V. 

§  1.  Распространеніе  дѣйствующихъ  массъ  по  поверх¬ 
ности.  §  2.  Опредѣленіе  потенціала  при  распространеніи 
дѣйствователя  по  поверхности  для  частныхъ  случаевъ: 
круга,  шаровой  поверхности.  §  3.  Изслѣдованіе  общаго 
выраженія  потенціала  при  распространеніи  дѣйствователя 
по  поверхности  по  пріему  Гауса.  Первыя  производныя  по¬ 
тенціала,  зависимость  между  ними  и  слагающими  притя¬ 
женія.  Случай,  когда  кривизна  поверхности  въ  нѣкото¬ 
рыхъ  точкахъ  поверхности  безконечна.  §  4.  Общее  анали¬ 
тическихъ  выраженій  слагающихъ  притяженія  и  первыхъ 
производныхъ  потенціала.  §  5.  Теорема  Грина.  §  6.  Из¬ 
слѣдованіе  вторыхъ  производныхъ  отъ  потенціала,  при 
распространеніи  дѣйствователя  по  поверхности,  пріемъ 
I  Клаузіуса.  Уравненія  Лапласа  и  Пуасона  въ  разсматри¬ 
ваемомъ  случаѣ.  §§  7,  8,  9  и  10.  Основныя  теоремы 
относительно  значенія  потенціаловъ  Гауса.  §  11.  Дока¬ 
зательство  положенія  Гауса:  всякому  распредѣленію  массъ 
по  объему  даннаго  тѣла  соотвѣтствуетъ  нѣкоторое  рас¬ 
предѣленіе  по  поверхности  и  притомъ  только  одно. 

Частный  случай,  при  которомъ  распредѣленіе  по  по¬ 
верхности  соотвѣтствующее  данному  распредѣленію  по  объ¬ 
ему  можетъ  быть  найдено . 1 47. 
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Допустимъ ,  что  дифференціальный  коеффиціентъ  по  верхнему 
предѣлу  извѣстенъ: 

Э 

-  /  КО  д?  =№); 


прилагая  полученное  выраженіе  къ  разсматриваемому  случаю, 
легко  видѣть,  что  /(В)  представляетъ  значеніе  о  --=/(<>)  для 
частицы,  находящейся  въ  разстояніи  В  отъ  наружной  поверх¬ 
ности.  Пусть 

Г(В)  =  І)(л; 

выраженіе  (18)  приметъ  видъ: 

дН 

дК  — 

Подставимъ  найденную  величину  въ  уравненіе  (17/)  и  со¬ 
ставимъ  подобнымъ  же  путемъ  выраженія  —■  ,  будемъ  имѣть: 

О 


дН 

і  / 

дВ 

+  «( 

-  дН 

7  дН 

<)#\\ 

дх 

да 

,  а  да 

+ 

ЬдЬ 

+ 

С  )  ' 

дс  У  У 

“  аВ\л; 

дН 

1  У 

дН 

+  ь ^ 

'  дН 

7  дН 

дН^\ 

ду  ~ 

'  в\Г 

~  дЬ 

г 

а 

О/ 1 
®  1 

+ 

Ъ— — 
дЬ 

+ 

°*г)> 

-  ЬВ(а\ 

дН 

/  / 

дН 

+  С  ( 

дН 

7дН 

дх" 

дс 

а  — 
да 

+ 

ъіь 

+ 

°ді)У ' 

-  С.В/А. 

Умножимъ  послѣдовательно  предъидущія  уравненія  на  а,  Ь,  с 
и  сложимъ  ихъ;  всѣ  члены  правой  части,  заключающіеся  въ 
скобкахъ,  взаимно  уничтожаются,  остальныя  дадутъ: 

—  (а2  +  Ь2  +  с2)  В  (л  —  —  В{л; 
въ  результатѣ  сложенія  получимъ: 

дН  7  дН  дН 

а—  +  О-  Ь  с~ —  —  О  іа. 
дх  оу  о я 

Внесемъ  послѣднее  выраженіе  въ  уравненіе  (14),  найдемъ: 

3 


'ѵ. 


дХ  *  дУ  ді 
- 1 - 1 - 

дх  ду  д% 


=  ~  (І)н- 


К1 


да. 


гдѣ  Вр  величина  неизмѣняющаяся  при  переходѣ  отъ  одного 
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элемента  наружной  поверхности  къ  другому;  слѣдовательно  от- 
носительно  второй  интеграціи  Ор  величина  постоянная  и  ее 
можно  вынести  за  знакъ  интеграла, 


дх  ду  да 


еВу-  І^рді 


Но  мы  имѣли  уже 


д$  =  ^да>, 


потому, 


дХ  дУ  д2 

=  4:7?  8  О  [Л 


д», 


(18) 


Слѣдовательно: 


д*Ѵ  <РѴ  РѴ_ 

дхъ  ду 2  да2  ^ 


47?еВр1 


прежде  полученное  уравненіе  Поасона,  но  предложеніе  наше  уже 
доказано  и  для  того  случая,  когда  частица  находится  внутри 
дѣйствующаго  на  нее  неоднороднаго  тѣла . 

§  3.  Предъидущія  формулы  для  опредѣленія  дѴ  могутъ  быть 
обобщены.  Онѣ  были  выведены  при  условіи,  что  прямая,  про¬ 
долженная  изъ  р  неопредѣленно,  пересѣкаетъ  поверхность  дан¬ 
наго  тѣла  только  одинъ  разъ;  докажемъ,  что  онѣ  имѣютъ  мѣ¬ 
сто  и  при  какой  бы  то  ни  было  формѣ  поверхности  даннаго  тѣла. 

Допустимъ,  что  плотность  измѣняется  сплошнымъ  образомъ 
и  представляетъ  функцію  координатъ.  Возьмемъ  слагающую  при¬ 
тяженія  по  оси  х  (урав.  9,  §  2),  въ  формѣ: 

Х=  8  (д$.  а  I  В.  дг 


и  разсмотримъ  первоначально ^^.д^, — въ  немъ  предѣлы  зави¬ 
сятъ  отъ  вида  даннаго  тѣла  и  отъ  положенія  р. 

Если  р  находится  внутри  даннаго  тѣла,  то  прямая,  про¬ 
веденная  отъ  нея,  пересѣкаетъ  наружную  поверхность  непре- 
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мѣнно  нечетное  число  разъ  и  притомъ  часть  прямой,  отъ  ча¬ 
стицы  //  до  перваго  пересѣченія,  лежитъ  внутри  даннаго  тѣла, 
часть  же  отъ  перваго  пересѣченія  до  втораго  —  внѣ  его ,  отъ 
втораго  до  третьяго — снова  внутри  тѣла,  и  т.  д. 

Совершивъ  интеграцію  для  частей  прямой,  находящихся  въ 
данномъ  тѣлѣ,  называя  значенія  г  для  послѣдовательныхъ  то¬ 
чекъ  пересѣченія  чрезъ  Ві9  Ь’2,  ...,  будемъ  имѣть: 

А  яі 

і  В.  дг  -\-}В.  дг  +  . . . . 

0  В 

Полученную  сумму  интеграловъ  легко  преобразовать  въ  вы¬ 
раженіе 


Б, 


В . 


В. 


(В.  дг  —  В.  дг  +^  В .  дг  — 


Если  іх  находится  ешь  даннаго  тѣла,  то  прямая,  проведен¬ 
ная  чрезъ  него  и  продолженная  неопредѣленно,  пересѣкаетъ  тѣ¬ 
ло  непремѣнно  четное  число  разъ,  притомъ  часть  ея,  отъ  (х  до 
перваго  пересѣченія,  лежитъ  внѣ  даннаго  тѣла,  а  часть  отъ  пер¬ 
ваго  до  втораго  пересѣченія  —  внутри  тѣла  и  т.  д. 
Разсматриваемая  сумма  интеграловъ  приметъ  видъ: 

В2  ^В4 

( В .  дг  +  ( В.  дг  +  — , 

А  А 

или 

Л  .А 

В.  дг  +  (В.  дг~ 

О  о 

Подставимъ  найденныя  значенія  въ  выраженіе  X,  получимъ, 
если  р  находится  внутри  даннаго  тѣла, 

Я. 


X 


( д$. 


а 


Я. 


Я. 


(О.  дг  —  В.дг+  (I).  дг — 


о 


6* 
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если  ц  лежитъ  внѣ  даннаго  тѣла— 

/  (  / 

Х=  в  I  ді  а  I  —  I Л.дг  +  ІЛ.  дг  — 

о  'а 

Подставимъ  вмѣсто  д$  элементъ  наружной  поверхности  дел 
изъ  уравненія 

д$=  ± 


причемъ  замѣтимъ,  что  элементу  столько  разъ  соотвѣтствуетъ 
да>,  сколько  въ  скобкахъ  заключается  интеграловъ  по  дг,  или 
иначе,  сколько  разъ  прямая,  проведенная  изъ  //,  пересѣкаетъ 
наружную  поверхность  даннаго  тѣла.  Изъ  двухъ  знаковъ,  плюсъ 
должно  брать  въ  то  время,  когда  значеніе  интеграла  положи¬ 
тельное,  и  на-оборотъ.  При  помощи  такихъ  упрощеній  можно  оба 
предъидущіе  интеграла  представить  въ  формѣ: 


гдѣ  Я  длина  прямой  отъ  до  разсматриваемаго  элемента  по¬ 
верхности,  вторая  интеграція  должна  быть  распространена  на 
всю  наружную  поверхность. 

Называя:  % =  Я—г ,  имѣемъ: 


слѣдовательно: 

х='МНд";У='/%и.д»,  г=е/-%д.д»,  (і9) 

уравненія  тождественныя  съ  (11),  но  въ  настоящемъ  случаѣ 
они  могутъ  быть  приложены  къ  тѣлу  какого  бы  ни  было  вида 
и  сверхъ  того  //  можетъ  находиться  какъ  внутри,  такъ  и  внѣ 
даннаго  тѣла. 
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Преобразуемъ  полученныя  уравненія  по  предыдущему  (урав.  18, 
§  2),  найдемъ: 

дХ  дУ  ді 


дх  +Ту+дІ=~еІ)Іх]йдш’ 


или 


А  V = 


Послѣднее  выраженіе  преобразуемъ  но  пріему  преобразованія 
уравненія  (8),  §  1;  придемъ  къ  заключенію: 

Если  [л  находится  внѣ  даннаго  тѣла,  то 

А  V  =  0; 

если  \л  внутри  тѣла 

А  У  =  —  47ГеО/л. 

§  4.  Въ  вопросѣ  объ  опредѣленіи  значенія  ДѴ  остается  раз¬ 
смотрѣть  только  тотъ  случаи,  когда  притягиваемая  матеріаль¬ 
ная  частица  //  находится  безконечно  близко  отъ  поверхности 
дѣйствующаго  на  нее  тѣла. 

Возьмемъ  уравненія  слагающихъ  силы,  дѣйствующей  на  ча¬ 
стицу  /л,  въ  формѣ  (19),  доказанной  уже  прежде: 

“  Ндш;  У=е/| Ида;  %  =  да; 

дифференцируемъ  ихъ  снова  по  х ,  у ,  я,  получимъ: 

ах 

дх 


дУ 

ду 


,у—ЬІ3-г(4У—і)і  тт  ,  Ъ] 

=  У  ’ѵ - 3  -н  +  3‘ 


№  '  ду  ) 


а  -( -сгН^ОІ .  в  +  І  . 

дх,  У  \  Я4  Л2  у 

Величина  В,  т.  е.  разстояніе  притягиваемой  частицы  отъ  на¬ 
ружной  поверхности  тѣла,  входитъ  въ  знаменатели  подъинте- 
гральныхъ  выраженій;  если  \л  лежитъ  безконечно  близко  отъ 
наружной  поверхности  притягивающаго  тѣла,  то  В,  для  бли¬ 
жайшихъ  элементовъ,  безконечно  малая  величина  и  раждается 
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вопросъ:  могутъ  ли  интегралы,  не  смотря  на  присутствіе  В, 
въ  знаменателѣ  безконечно  малой  величины,  сохранить  опредѣ¬ 
ленное,  конечное  значеніе,  или  они  дѣлаются  безконечностію? 
Для  разрѣшенія  этого  вопроса  преобразуемъ  подъинтегральное 
выраженіе  и  докажемъ ,  что  для  всякаго  элемента ,  относи¬ 
тельно  котораго  происходитъ  интеграція ,  оно  остается 
величиною  конечною . 

Принимая  во  вниманіе  уравненіе : 


д§  =  ±  — -2  доо , 

В 

предъидущую  систему  уравненій  можно  представить  въ  формѣ: 


г* = -  /I  •  ё д* +  */*  I + а?)  д 

=  “  /I  •  §  •  Л  + 6  ?) 


ЭХ 

Э# 

ЭУ 

Эі/ 

Э2 

5* 


^=-е/§-Ъда,  +  е)±((4с2-1)1+с^  д*> 


дх/ 


гдѣ  въ  членахъ,  находящихся  въ  скобкахъ  и  умноженныхъ  на 
величина  д$  должна  повторяться  столько  разъ,  сколько  про¬ 
исходитъ  пересѣченій  прямой,  проведенной  изъ  р,  съ  наружною 
поверхностію,  даннаго  тѣла;  знаки  или  —  должно  брать  смот¬ 
ря  потому,  выходитъ  ли  разсматриваемая  прямая,  при  возра¬ 
станіи  изъ  даннаго  тѣла,  или.  вступаетъ  въ  него. 

Не  трудно  доказать,  что  выраженія,  умноженныя  на  д$,  въ 
правой  части,  остаются  величинами  конечными.  Извѣстно,  что 


потому  дробь  останется  величиною  конечной,  если  В  въ  раз¬ 
сматриваемомъ  пространствѣ  не  дѣлается  безконечностію,  что 
мы  условно  допустили  прежде.  Слѣдовательно ,  дифферен- 
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дН 


ціальные  коеффиціенты  ^  должны  быть  также  ве¬ 
личинами  конечными;  величины  а,  Ь ,  с  не  обращаются  въ  без¬ 
конечность  и  все  выраженіе  умноженное  на  д$  не  обратится  въ 
безконечность,  ни  для  одного  изъ  элементовъ  д$. 

Разсмотримъ  значеніе  интеграловъ: 

Н  асе  /Н  Ь/3  .  /Я  са 


л- 


дао.  (20) 


Изслѣдованіе  одного  изъ  этихъ  выраженій  можно  свести  на 
изслѣдованіе  двухъ  остальныхъ,  напримѣръ— послѣдняго  на  два 
первыя.  Дѣйствительно  : 

]  —  асе  +Ъ@  +  С8, 

подставимъ  въ  послѣднее  изъ  уравненій  (20)  вмѣсто  ся  его 
величину : 

С8~]  —  асе  —  ЫЗУ 
и  принимая  во  вниманіе  выраженіе 

найдемъ: 

/Н  си  ^  У  Н  *  /Н  аос 

>  к  =У*мд*~/ 


н 

к 


ьр 

В2 


доо. 


Значеніе  перваго  интеграла  правой  части  мы  уже  изслѣдо¬ 
вали,  два  послѣдніе  интеграла  тождественны  съ  первымъ  и  вто¬ 
рымъ  интегралами  (20). 

Допустимъ,  для  простоты,  что  имѣемъ  опредѣленныя  оси  коор¬ 
динатъ.  Положимъ,  что  изъ  части  проведена  нормальная  къ 
элементу  наружной  поверхности  тѣла  и  возьмемъ  за  направле¬ 
ніе  оси  ^  линію  параллельную  этой  нормальной.  За  начало 
координатъ  можно  взять  произвольную  точку;  возьмемъ  для  этой 
дѣли  основаніе  самой  нормальной,  тогда,  очевидно,  нормальная 
сольется  съ  осью  2.  Для  плоскости  координатъ  ху  возьмемъ 
плоскость  касательную,  проведенную  къ  наружной  поверхности 
тѣла  въ  точкѣ  пересѣченія  съ  ней  нормальной.  При  такой  си- 
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стемѣ  координатъ,  очевидно,  координаты  ж  и  у  частицы  //  рав¬ 
ны  нулю  и  изъ  уравненій  (Пд) 
получимъ : 

I  7  _  V 


а=  Ъ 


Я 


гдѣ  |  и  ѵ\  координаты  элемента  поверхности. 

Предѣлы  разсматриваемыхъ  интеграловъ  должны  быть  взяты 
только  для  части  поверхности,  лежащей  близко  къ  точкѣ  /и, 
потому  что  для  всѣхъ  остальныхъ  элементовъ  наружной  поверх¬ 
ности  Я  не  можетъ  быть  равно  безконечно  малой  величинѣ,  а 
слѣдовательно,  подъинтегральныя  выраженія  не  могутъ  обратить¬ 
ся  въ  безконечность. 

Подставимъ  въ  первый  и  второй  интегралы  выраженія  (20) 
вмѣсто  а  и  Ь  ихъ  значенія  и  назовемъ: 


Н  $;ОС 


ГИ  7/ р 

к  да> 


(21) 


А=]  К- Ъдш;  в 

интегралы  должны  быть  распространены  на  небольшой  отрѣзокъ 
наружной  поверхности. 

Пусть  уравненіе  наружной  поверхности 

3  —КЪ  *); 

косинусы  угловъ,  которые  нормальная  составляетъ  съ  осями  коор¬ 
динатъ,  опредѣляется  формулами: 

дз  дз 

п _  дц 


ос 


Г  /дз\‘2  /дз  у 

з+(е)+(й) 


\д$. 


,  /з= 


У' !  +  ГдІ\‘ л.Гд1Ѵ’ 


\д, 


■\дѵ) 


г+1 

+  Кд$)  1  ѵ<ѵ 

при  помощи  послѣдняго  уравненія  получимъ  : 


сс 


дз 


.  8, 


ОУ! 


/ 
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Подставимъ  значеніе  сс  въ  первое  изъ  уравненій  (21),  най¬ 
демъ  : 


А 


И  дз 

- -  8.  дм. 

Я 3 


Л 


(22) 


Произведеніе  8дм  представляетъ  проэкцію  элемента  дм  на 
плоскость  ху ,  интегралъ  отъ  этого  выраженія  представляетъ 
проэкцію  всего  разсматриваемаго  отрѣзка  поверхности  на  ту-же 
плоскость.  Для  совершенія  интеграціи  введемъ  полярныя  коор¬ 
динаты  на  плоскости  ху  и  преобразуемъ  выраженіе  проэкцін 
8дм.  Допустимъ,  что  начало  полярныхъ  координатъ  совпадаетъ 
съ  началомъ  координатъ  прямолинейныхъ;  радіусъ-векторъ  на¬ 
зовемъ  чрезъ  и,  уголъ  образуемый  имъ  съ  осью  х  чрезъ  ф. 
Одинъ  изъ  плоскостныхъ  элементовъ  проэкціи  на  поверхности 
выразится  формулою: 

иди  дф 

и  это  выраженіе  должно  быть  равно  8дм.  Замѣтивъ,  сверхъ 
того,  что 

%  =  и  Соз  ф, 

выраженіе  (22)приметъ  видъ: 

А=  - 


Н  П  г  дз  , 

—  .  Соз  ф  г-,  и* 


Я ' 


ди.  дф.  (23) 


дз 


Разсмотримъ  дифференціальный  коеффиціентъ  —  .  Для  начала 
координатъ,"  такъ-какъ  плоскость  коородинатъ  ху  касательная 

дз  дз 

къ  этой  точкѣ,  оба  дифференціальные  коеффиціента  --  и  —  рав- 

0%  Оу] 

ны  нулю;  для  точекъ  окружающихъ  начало  координатъ,  если 
только  кривизна  наружной  поверхности  въ  этихъ  мѣстахъ 

конечна ,  можно  положить: 

дз  дз 

——ти,  гг  —  ш , 


(24) 
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гдѣ  т  и  п  функціи  и  и  ф,  не  обращающіяся  въ  безконечность 
ни  для  какого  условнаго  значенія  и. 

Поставимъ  найденныя  величины  въ  уравненіе  (22),  полу¬ 
чимъ: 


т  Со§  ф.иъ 

~вГ 


ди  дф. 


Помощію  подобныхъ -же  преобразованій  пріидемъ  къ  выра¬ 
женію  : 

' Н  п  8іп  <р.  и 


ѣ  — 


К  Н* 

Величина  К  опредѣляется  уравненіемъ; 


ди  дф. 


Я  =  [/и1  +  (з  —  я)2, 


не  можетъ  быть  менѣе  и,  потому  дробь  —  не  можетъ  сдѣлать- 

хі3 

ся  безконечно  большою  величиной;  то-же  было  доказано  и  отно- 

Н 

сительно  -  . 

к 

Отсюда  заключаемъ,  что  интегралы  А  ж  В  при  всѣхъ  воз¬ 
можныхъ  значеніяхъ  перемѣнныхъ,  относительно  которыхъ  про¬ 
изводится  интегрированіе,  остаются  величинами  конечными.  Слѣ- 

дХ  дУ  ді 

довательно,  дифференціальные  коэффиціенты  —  ,  — ,  —  ,  при 

безконечно  близкомъ  разстояніи  (л  отъ  наружной  поверхности, 
также  величины  конечныя,  а  потому  и  ихъ  сумма  А  У.  По  предъ- 
идущему,  можно  доказать,  что  эта  сумма  ДѴ  ровна  нулю  или — 
47ГёВ%,  смотря  по  тому,  находится  ли  \л  на  наружной  или  вну¬ 
тренней  сторонѣ  разсматриваемой  поверхности,  измѣненіе,  ко¬ 
торое  объусловливается  перемѣною  знака  д$  при  переходѣ  \л 
съ  наружной  поверхности  внутрь  ея. 

Предъидущія  слѣдствія  мы  вывели  при  допущеніи,  что  кри¬ 
визна  поверхности ,  въ  точкѣ  расположенія  начала  координатъ, 
конечна ;  можно  показать,  что  положеніе  это  не  существенно 
необходимо. 
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Возьмемъ  вмѣсто  уравненій  (24)  выраженія: 

дз  и  дз  у 

тг  =  ши  ,  .-  =  пи: 


(25) 


если  /л  ж  ѵ  меньше  единицы,  то  кривизна  въ  разсматриваемомъ 
пунктѣ  поверхности,  представляющемъ  начало  координатъ,  мо¬ 
жетъ  сдѣлаться  равной  безконечности.  Не  смотря  на  то  инте¬ 
гралы  А  ж  В  принимаютъ  конечное  значеніе,  пока  показатели 
(л  и  ѵ  величины  положительныя. 

Подставимъ  въ  выраженіе  (23)  предъидущія  формулы,  по¬ 
лучимъ  : 

/У Н 

А  =  —  /  д  . - ъ/  •  дидф. 

Введемъ  новую  перемѣнную  и,  полагаемъ: 


слѣдовательно. 


/  р 
и  —  и '  ; 


’Р  А  1  '  А  ' 

и— и  ди  =  -  и  ди  , 


ж  выраженіе  А  приметъ  видъ: 


/  г  /  В- 

А=~-  I  /т  . 


1? 


т  Со§  фиг‘а 

~2 


ди  дф 


Знаменатель  послѣдняго  выраженія  не  можетъ  быть  менѣе 

V 

и  2,  поэтому  подъинтегральная  функція  остается  величиной  ко¬ 
нечною.  Подобное  же  выраженіе  найдемъ  для  В ,  только  вмѣ¬ 
сто  т,  //,  Соз  ф  должны  стоять  величины  щ  /л ,  8іп  ф. 

дз  дз 

Въ  тѣхъ  случаяхъ,  когда  ~г  и  не  удовлетворяются  поло- 

д!Ц  оу 

жительными  степенями  /л  и  ѵ  отъ  и ,  иногда  они  неудовлетво- 
ряются  никакою  степенью  щ  напримѣръ,  если  \л  совпадаетъ  съ 
острою  вершиной,  ребромъ, — протяженіями,  для  которыхъ  не 


I 


существуетъ  опредѣленной  касательной  плоскости, — каждый  диф¬ 
ференціальный  коеффиціентъ  отдѣльно  дѣлается  безконечностію, 
а  слѣдовательно  и  сумма  ихъ  тоже  равна  безконечности. 

§  5.  Въ  заключеніе  изслѣдованія  значенія  функціи  дУ,  при 
различныхъ  условіяхъ  относительно  положенія  частицы  р  и  дѣй¬ 
ствующаго  на  нее  тѣла,  разсмотримъ  тотъ  случай,  когда  р  ле¬ 
житъ  внутри  тѣла,  въ  нѣкоторомъ  же  разстояніи  отъ  р  плот¬ 
ность  тѣла  имѣетъ  разрывъ  сплошности . 

Пусть  данное  тѣло  раздѣляется  нѣкоторою  поверхностію  на 
двѣ  части  С'  и  С"  и  плотности  этихъ  частей  различны  между 
собою;  назовемъ  плотность  первой  изъ  нихъ  чрезъ  В*  и  поло¬ 
жимъ,  что  она  функція  координатъ,  измѣняющаяся  сплошнымъ 
образомъ.  Плотность  второй  части  назовемъ  чрезъ  В г  +  В", 
гдѣ  В  предъидущая  функція,  В'  другая  функція,  измѣняющая¬ 
ся  только  отъ  вспомогательной  поверхности,  раздѣляющей  тѣло 
на  двѣ  части. 

Означимъ  потенціалы  двухъ  частей  тѣла  С  и  С"  чрезъ  У" 
и  V",  потенціалъ  всего  тѣла  чрезъ  У;  будемъ  имѣть: 

ДУ=ДГ  +  ѴУ". 

Первый  членъ  правой  части ,  если  р  внутри  тѣла,  равенъ 
— 47гВ'ре;  второй,  если  р  внѣ  части  С”,  равенъ  нулю,  если 
же  оно  въ  части  О ",  равенъ  —  47гВ"ре,  отсюда  заключаемъ, 
что  въ  первомъ  предположеніи 

ДУ  =  —  4яВ  ре, 

во  второмъ:  ДУ  =  ( Вр  +  Вр ). 


§  6.  Относительно  свойствъ  и  точности  формулъ,  примѣнен¬ 
ныхъ  въ  предъидущемъ  изслѣдованіи ,  сдѣлаемъ  слѣдующее  за¬ 
мѣчаніе.  Въ  главѣ  I,  §  6,  мы  показали,  что  если  притяженіе 
однороднаго  тѣла  выражается  формулою  (7): 

'  ' /  В .Ох.ду  .д% 


Р  — 


г 


то  слагающая  его  по  оси  х  выражается  формулою  (12)  главы  I. 
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По  смыслу  всея  изложенной  теоріи,  слагающая  по  оси  х 

должна  оыть  равна  дифференціальному  коеффиціенту  взято- 

дх 

му  непосредственно  отъ  выраженія  потенціала  въ  элементахъ 
объема  даннаго  тѣла.  При  помощи  небольшихъ  преобразованій, 
мы  нашли  (урав.  XIII,  глава  I): 

—  В-  ^08<Р  дг .  д$ 

и  показали  тождественность  его  съ  уравненіемъ  (12)  той -же 
главы,  представляющимъ  слагающую  X  по  оси  х ,  получаемую 
изъ  выраженія  притяженія. 

При  разсмотрѣніи  свойствъ  потенціаловъ  мы  видѣли,  что 
весьма  важную  роль  играетъ  другое  выраженіе  потенціала,  за - 
висящее,  отъ  элементовъ  поверхности ,  именно: 

Ѵ=^.^да>.  (26) 

Производная  по  х  отъ  послѣдней  формулы  должна  быть  так¬ 
же  тождественна  съ  выраженіемъ  (12),  т.  е.  съ  уравненіемъ: 

Х=  /Т/пСозфдг  д$;  (27) 

потому  что  мы,  во-первыхъ,  доказали,  что  выраженіе  (26)  и 
производныя  отъ  него  конечны;  во-вторыхъ,  имѣли  общее  по¬ 
ложеніе,  по  которому,  если  потенціалъ  существуетъ,  выражает¬ 
ся  конечно ,  то  производныя  отъ  него  непремѣнно  равны  сла¬ 
гающимъ  отъ  выраженія  притяженія,  независимо  отъ  аналити¬ 
ческой  формы  потенціала.  Единственное  необходимое  условіе 
для  вывода  упомянутаго  положенія  состояло  только  въ  томъ , 

чупобъ  потенціалъ  не  обращался  въ  безконечность .  На  осно- 

дѴ 

ваши  сказаннаго  можемъ  непосредственно  заключить,  что  --  , 

изъ  уравненія  (26),  должно  быть  равно  X,  изъ  уравненія  (12). 
Клаузіусъ  при  помощи  довольно  сложныхъ  преобразованій  оправ- 


дываетъ  самымъ  дѣломъ  тождественность  этихъ  двухъ  формулъ  . 
Все  значеніе  его  доказательства  ограничивается  только  тѣмъ, 
что  оно  наглядно  выражаетъ  истину,  которая  и  безъ  того  долж¬ 
на  быть  неминуемымъ  слѣдствіемъ  предъидущихъ  изслѣдованій. 

§  7.  Перейдемъ  къ  изслѣдованіямъ  Гаусса.  Его  методъ  счи¬ 
тается  до  сего  времени  самымъ  точнымъ.  Въ  своемъ  мемуарѣ: 
«ТЬёогётез  дёпёгаих  виг  Іез  ібгсез  аПгасііѵев  еі  гёриівіѵез2»,  Га- 
усъ  выводитъ  первоначально  понятіе  о  потенціалѣ,  изслѣдуетъ 
первыя  и  вторыя  его  производныя  и  приходитъ  къ  слѣдующимъ 
заключеніямъ,  которыя  уже  были  выведены  нами. 

Потенціалъ  У  массы  даннаго  объема  имѣетъ  конечное  зна¬ 
ченіе,  если  притягиваемая  частица  находится  внѣ  данной,  дѣй¬ 
ствующей  на  нее  массы,  будетъ  ли  онъ  выраженъ  въ  коорди¬ 
натахъ  прямолинейныхъ  или  полярныхъ.  Значеніе  первыхъ  и 
вторыхъ  производныхъ  отъ  потенціала  ,  если  только  притяги¬ 
ваемая  частица  лежитъ  внѣ  дѣйствующей  на  нее  массы,  также 
конечно,  и  при  томъ: 


РѴ 


<РѴ 
ду 2 


д*Ѵ 

дъ1 


Когда  притягиваемая  частица  находится  внутри  дѣйствующей 
на  нее  массы,  то  потенціалъ,  для  частицъ  къ  ней  ближайшихъ, 
при  прямолинейной  системѣ  коородинатъ  получаетъ  значеніе  не¬ 
опредѣленное,  такъ-какъ  содержитъ  безконечно  малую  величину 
въ  знаменателѣ.  Замѣна  прямолинейной  системы  координатъ  по¬ 
лярною  приводитъ  къ  заключенію,  что  потенціалъ  и  въ  этомъ 
случаѣ  выражается  конечно,  равнымъ  образомъ  и  его  первыя 
производныя.  Что  касается  вторыхъ  производныхъ  потенціала, 
то  изъ  выраженій  для  нихъ: 


1  Біе  РоІепІіаІГипсІіоп  ипсі  <1а§  Роіепііаі,  Сіаішз.  1868.  ст.  35 — 
38  и  примѣчаніе  1-е  ст.  112 — 115. 

2  Ьгоиѵгііе ,  Іоигпаі  сіе  МаіЬётаіЦиез,  I.  VII,  1842. 
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дЧ_дХ 
дх 2  дх 


дх 


легко  убѣдиться,  что  при  г—  малой  величинѣ  предъидущій 
пріемъ  ихъ  полученія  приводитъ  къ  значеніямъ  безконечно  боль¬ 
шимъ,  поэтому  для  изслѣдованія  ихъ  должно  поступать  иначе. 
Всѣ  предъидущія  теоремы  Гаусъ  доказываетъ  пріемами,  въ  осно¬ 
ваніе  совершенно  сходными  съ  тѣми,-  которые  были  примѣнены 
въ  нашей  монографіи. 

Приступая  къ  дальнѣйшему  развитію  своего  метода  изслѣдо¬ 
ванія,  Гаусъ  разсматриваетъ  первоначально  частный  случай,  ко¬ 
торый  и  мы  изложимъ,  такъ-какъ  изъ  него  чрезвычайно  нагляд¬ 
но  вытекаютъ  весьма  важныя  положенія. 

Пусть  і  объемъ  шара,  радіусъ  котораго  равенъ  і?,  центръ 
въ  началѣ  координатъ,  Б  постоянная  плотность  массы  напол¬ 
няющей  шаръ,  а  ()  —  [/ х1  +У*  +%*  разстояніе  притягиваемой 
частицы  //  отъ  центра. 

Въ  главѣ  II,  §  6.,  урав.  (8)  и  (9),  мы  видѣли ,  что  для  подобнаго 
случая  потенціалъ  имѣетъ  два  выраженія,  смотря  потому,  нахо¬ 
дится  ли  (х  внутри  шара  или  внѣ  его;  въ  первомъ  случаѣ  по¬ 
лучимъ  : 


V  =  ЗтіШР  —  -  7г  Ор~  =  2и-ОК1  —  -  тіЩх*  +уг+?), 

3  з 


во  второмъ: 


4  тгБ.К0 

у— - 

3  р 


Если  /л  на  поверхности  шара,  то  оба  эти  выраженія  пере¬ 


ходятъ  въ  одну  величину:  -  ъБЖ ,  слѣдовательно  можемъ  за- 

з 


ключить,  что  потенціалъ  для  всего  пространства  измѣняется 
сплошнымъ  образомъ. 

Дифференціальные  коеффиціенты ,  когда  частица  р  внутри 
даннаго  шара,  выразятся  формулами: 
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дѴ  4 

=  Х= - яВ  .  х , 

3 

<)Р  тг  4 

-  =  У=--ТВ.І,, 

- =  X— - 7ГІ?  . 

<)*  3 


2. 


Если  точка  лежитъ  внѣ  даннаго  шара,  то 

4  нВ  .  й3 

Х= - — — х , 

5  ^э3 

4  7Г.Й  .  й  ’ 

У—  —  -  —у> 


4  7Г  Р  ■  Я  - 


<4. 


3  р 3 

Изъ  этихъ  выраженій  для  точки,  лежащей  на  поверхности 
шара,  получимъ  значенія  тождественныя,  почему  можемъ  ска¬ 
зать,  что  и  первыя  производныя  потенціала  измѣняются  сплош¬ 
нымъ  образомъ. 

Дифференціальные  коеффиціенты  отъ  X,  У,  X,  или  вторыя 
производныя  отъ  V,  если  матеріальная  частица  лежитъ  внутри 
даннаго  тѣла,  равны: 

дХ  4  дУ  4  ‘  дХ  4 

—  = - -7гВ,  -г—  = - 7 гВ  —  = 7гВ. 

ОХ  3  оу  3  оя  з 

Когда  притягиваемая  частица  внѣ  даннаго  шара: 

д*  РУ 

дх  зръ 

ду_  в . йз р2; 

д_Ц_4т*В.Щз#—9Ѵ 

дх  зр* 

Для  точки,  лежащей  на  поверхности  шара,  $  —  и  иредъ- 
идущія  формулы  примутъ  видъ: 

дХ.  4тгВх 2  4 

- кВ, 


дх 


й5 


дУ  4тгЯу2  4  ^ 

І7*0, 

ді _ 4гВх2  4  ^ 

дх  Я2  3  ^ 

Очевидно,  онѣ  отличаются  отъ  выраженій  (А),  примѣняя  ихъ 
къ  точкѣ,  находящейся  на  поверхности  шара,  на  величины 

4тгЯх2  4тгЯу2  4гВх2 

К2  '  Я2  ’  Я2  * 

Итакъ,  хотя  вторыя  производныя  отъ  функціи  V,  или  пер¬ 
выя  производныя  отъ  X ,  У,  X,  измѣняются  сплошнымъ  обра¬ 
зомъ  по  обѣ  стороны  поверхности,  но  на  самой  поверхности  тѣла 
претерпѣваютъ  разрывъ  сплошности  и  принимаютъ  по  два  зна¬ 
ченія,  смотря  по  тому,  будутъ  ли  дх ,  ду ,  дъ  положительными 
или  отрицательными. 

Шесть  другихъ  дифференціальныхъ  коеффиціентовъ: 

дХ  дХ  дУ  дУ  ді  ді 
ду  ’  дх  ’  дх  ?  дх  ’  дх  ’  ду  ’ 

для  частицъ  внутри  шара  равны  пулю;  переходя  на  поверх¬ 
ность  шара  они  измѣняются  внезапно  и  принимаютъ  значенія 

4тгВ.х.у  4гВ.хХ 
Я2  ?  Я2 

Сумма 


дХ  дУ  дІ____д2Ѵ  (РѴ_  д2Ѵ  _ 

дх  ду  дх  дх2  ду  дх 


для  точки,  лежащей  внутри  шара,  равна  —  47гВ,  —  внѣ  шара  — 
нулю.  На  поверхности  шара  зта  сумма  не  имѣетъ  одного  зна¬ 
ченія;  выражаясь  точнѣе,  ее  можно  разсматривать  состоящею 
изъ  трехъ  частей,  изъ  которыхъ  каждая  имѣетъ  два  различ¬ 
ныя  значенія;  слѣдовательно  всѣхъ  соединеній  8,  изъ  которыхъ 
одно  соотвѣтствуетъ  наружной  поверхности,  другое  внутренней, 
а  остальныя  6  должны  быть  отброшены,  какъ  неимѣющія  при¬ 
мѣненія  въ  разсматриваемомъ  случаѣ.  Нѣкоторые  авторы  при¬ 
нимаютъ,  что  для  точки,  лежащей  на  поверхности,  сумма  вто- 


рыхъ  производныхъ  отъ  функціи  потенціала  равна  —  2яВ,  вы¬ 
раженію  среднему  между  значеніями  этой  суммы  для  внутрен¬ 
ней  и  внѣшней  стороны  поверхности,  но  очевидно,  что  это  до¬ 
пущеніе  совершенно  произвольно  и  не  можетъ  быть  принято, 
если  желаемъ  сохранить  опредѣленіе  дифференціальныхъ  коеф- 


фиціентовъ  во  всей  точности. 

Результаты,  которыхъ  мы  достигли  въ  предъидущемъ  при- 
мѣрѣ,  представляютъ  частные  случаи  болѣе  общей  теоремы,  по 
которой  если  частица  р  внутри  дѣйствующей  на  нее  массы, 
то  значеніе  суммы 


д2Ѵ 

-  -Л-  -4- 

дх 2  ду 2 


д*Ѵ 

д, V 


равно  произведенію — 4тг  на  плотность  притягиваемой  частицы  /и. 

Положимъ,  что  плотность  В  не  измѣняется  внезапно  внутри 
объема  1,  т.  е.  В  функція  а,  Ь ,  с ,  напр.  /( а ,  Ъ ,  с),  значеніе 
которой  измѣняется  сплошнымъ  образомъ  внутри  і,  внѣ  -оно 
равно  нулю. 

Пусть  іх  часть  пространства,  которое  займетъ  I,  когда  абс¬ 
цисса  каждой  точки  поверхности  тѣла  уменьшится  на  количе¬ 
ство  е. 

Пусть  также 


і  =  і0  +ѳ  и  і{  —і0  +  ѳіг  (1) 


слѣдовательно  і0  представляетъ  ту  часть  пространства ,  кото¬ 
рая  остается  общей  для  I  и  т.  е.  для  объема  до  измѣненія 
абсциссы  и  послѣ  него. 

Разсмотримъ  интегралы : 


/  ( (а>  Ь,  с)  .  (а — х)  сіі 

а) 

Л  (а~  х)г+(Ъ~уу+(с—і)іу/'>  ’ 

/  (  (а>  Ь,  с)  .  ( а — х — е )  <і( 

(2) 

)  { ( а—х—ер+(Ь—уР+ (с—х)7/. 

(  /  (  а+е,  Ь,  с)  (а  —  х)  йі 

}{ ( а—х/+(Ь —у)2+ ( с — я/}  % ' 

(3) 

.1 
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Интегралъ  (1),  относящійся  къ  объему  і ,  представляетъ  зна¬ 
ченіе  —  или  X  для  притягиваемой  частицы /и.  Интегралъ  (2) 


дѴ 


также  въ  предѣлахъ  объема  і  выражаетъ  значеніе  —  но  от- 

дх 

носительно  точки ,  которой  координаты  х  +  е,  у ,  ъ;  назовемъ 
его  значеніе  X  +  Этотъ  интегралъ  имѣетъ  одинаковое  зна¬ 
ченіе  съ  выраженіемъ  (3),  относящимся  однако  къ  объему  ііш 
Пусть  I  значеніе  интеграла  ( 1 )  для  объема  і0 

—  Іі  значеніе  интеграла  (3)  для  объема  і0 

При  такомъ  обозначеніи  очевидно  будемъ  имѣть: 

Х  =  /+А,Х+|  =  г1-ЬА1 
Если  допустимъ,  что 


]  (а+е,  Ь,  с)—  С(а,  Ь,  с)=— 

е 


(4) 


то  интегралъ: 


(а— х) 
е 


ді, 


{ ( а—х)2+(Ь—у)2+(с—х)  * }  у2 
относительно  пространства  і0  равенъ  —  . 


Найденныя  выраженія  строго  справедливы,  каково  бы  ни  бы¬ 
ло  положеніе  притягиваемой  частицы  при  послѣдующемъ  из¬ 
ложеніи  исключимъ  первоначально  случай,  когда  притягиваемая 
частица  лежитъ  на  самой  поверхности  притягивающей  массы. 

Предположимъ,  что  е  величина  безконечно  малая;  въ  этомъ 
случаѣ  части  пространства  ѳ  и  ѳ{  сдѣлаются  двумя  безко¬ 
нечно  тонкими  слоями,  смежными  съ  поверхностію  і;  разложимъ 
эту  поверхность  на  элементы  дз  и  назовемъ  чрезъ  ос  уголъ, 
который  нормальная,  проведенная  со  внѣшней  стороны,  состав¬ 
ляетъ  съ  осью  х.  По  гипотезѣ  е  безконечно  мало,  уголъ  ос 
эстрый  въ  части  поверхности  смежной  со  слоемъ  ѳ  и  тупой 


—  100  — 

въ  части  смежной  съ  ѳ{.  Элементы  объема  ѳ  выразятся  фор¬ 
мулою  е  Со8  ос  дз,  элементы  объема  ѳх  равны  е  Со8  ос  дз; 

Я — А,  . 

отсюда  легко  вывести,  что - преобразуется  въ  интегралъ: 


г 

У 


((а,Ъ,с)  (а — х)  Со§  ос 


дз , 


{[а—хр+(Ъ—у)'г+(с—7.р\’’/г 

который  можно  еще  представить  въ  формѣ: 

/О. (а — х)  Со§  ос 
- - - дз. 

гъ 

Интеграція  послѣдняго  выраженія  должна  быть  отнесена  ко 

всей  поверхности  і;  В ,  по  предъидущему,  означаетъ  плотность 

элемента.  Величину  е  разсматриваемъ  безконечно  малою,  при 

.  АО 

этомъ  предположеніи  — ,  какъ  видно  изъ  формулы  (4),  дѣла- 

в 

ется  частной  производной 

д(  (а,  Ь, с)  дО 

—  -  —  . ..  .  ...  —  • 

да  да  ’ 

.  іі  I 


значеніе 


преобразуется  въ  интегралъ: 

дО  (а — х) 


да 


ді , 


относящійся  ко  всему  объему  I. 

Сверхъ  того,  при  е  равномъ  безконечно  малой  величинѣ, 

іі — I  Л — А|  % 


е  е 

представляетъ  значеніе  частной  производной  —  или 
этому  въ  результатѣ  будемъ  имѣть: 


е 

дХ  (РѴ_ 

дх  д2х 


по- 


д2Ѵ 


дХ у  дО  ( а — х ) 


дх 2  дх 


да 


ді — 


О  (а — х)  Со8  ос 


дз , 


гдѣ  первый  интегралъ  относится  ко  всему  объему  і,  второй  ко 
всей  поверхности  і. 

Полученный  результатъ  имѣетъ  мѣсто,  какъ  бы  ни  лежала 
близко  притягиваемая  частица  /л  относительно  внѣшней  пли  вну¬ 
тренней  поверхности,  лишь  бы  только  эта  частица  не  находи- 
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лась  на  самой  поверхности,  потому  что  въ  этомъ  случаѣ 


дХ 

дх 


имѣетъ  двѣ  различныя  величины.  Первый  изъ  разсматриваемыхъ 
интеграловъ  не  перестаетъ  измѣняться  сплошнымъ  образомъ  и 
въ  то  время,  когда  притягиваемая  частица  переходитъ  чрезъ 
поверхность;  но  въ  силу  теоремы,  которую  тотчасъ  изложимъ, 
второй  интегралъ: 

/'О  ( а — х)  Соз  ос 

- -  д8 

уэ 

измѣняется  внезапно  на  количество  +  В  Соз  ос,  когда  части¬ 
ца  [л  переходитъ  отъ  точки,  лежащей  безконечно  близко  ко  вну¬ 
тренней  поверхности,  на  наружную  ея  сторону;  величины  I)  и 
ос  относятся  къ  точкѣ  перехода. 

Назовемъ  чрезъ  /3  и  а  углы  аналогичные  съ  ос ,  относитель¬ 
но  двухъ  другихъ  осей  координатъ,  то,  поступая  по  предыду¬ 
щему,  получимъ: 


дУ  г  М  7 

тН 


Г3 

ді  /дО 

Тг V  Тс(с-*} 


ді- 


О.(Ь-у)  Сое  /В 

- - д8, 


(6) 


Г3 


ді 


Э.(с - х)  Со8  8. 


дз, 


(7) 


замѣтимъ,  что  выраженіе; 


дВ  а — х  дВ  Ь — у  дВ  с — % 


да 


+  — 
^  дЬ 


+  — 
дс  г 


ді) 


представляетъ  частную  производную  — .  При  дифференциро- 

дг 

ваніи  должна  измѣняться  только  длина  линіи  г,  направленіе 
же  ея  должно  оставаться  постояннымъ.  Выраженіе: 

Соз /3  +  ~—т  Соз8  =  Созф, 


а — х  Ъ — у  _  л  с — х 


-Соз  ос  + 

г  г  г 

если  чрезъ  ф  назовемъ  уголъ,  который  нормальная,  проведен¬ 
ная  со  внѣшней  стороны  къ  элементу  дз,  составляетъ  съ  про¬ 
долженіемъ  прямой  г.  Наконецъ,  пусть 
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^  „  /»•  Соа-ф 

дг  ді  =  М,  (  - — ■ -  <^5=іѴ 

—  у  г 2 

г2  ^ 

гдѣ  первый  интегралъ  относится  ко  всему  объему  I,  второй  ко 
всей  поверхности  I. 

Принимая  во  вниманіе  сдѣланныя  обозначенія  и  складывая 
выраженія  (5),  (6),  (7),  получимъ: 


д2Ѵ  д2Ѵ 
дг2  ду2 


дѴ 

+-=ж-ж 


Для  совершенія  первой  интеграціи  предположимъ,  что  час¬ 
тица  \л  центръ  сферической  поверхности,  радіусъ  которой  ра¬ 
венъ  единицѣ,  и  допустимъ,  что  поверхность  эта  разбита  на 
элементы  д$,  прямыя,  проведенныя  изъ  частицы  (л  ко  всѣмъ 
точкамъ  обвода  дз,  будучи  продолжены  до  безконечности,  обра¬ 
зуютъ  коническую  поверхность  (въ  обширномъ  смыслѣ  этого 
слова).  Эта  коническая  поверхность  отсѣчетъ  въ  объемѣ  і  нѣ¬ 
которую  часть,  элементъ  которой  выразится  чрезъ  г\д$.дг.  Часть 
выраженія  Ж ,  относящаяся  къ  этому  отрѣзку ,  приметъ  видъ: 


гдѣ  при  интеграціи  г  должно  измѣнять  отъ  нуля  до  значенія 
г,  которое  она  принимаетъ  въ  точкѣ,  гдѣ  прямая,  проведен¬ 
ная  изъ  /л,  къ  элементу  будучи  достаточно  продолжена, 
встрѣчаетъ  поверхность  і.  Если  эта  линія  встрѣчаетъ  поверх¬ 
ность  въ  нѣсколькихъ  точкахъ,  то  пусть  эти  точки: 


М'іі  А*3 . 

соотвѣтствующія  имъ  значенія  г  назовемъ 


Г  /у»  /у* 

О  '  2?  '  3е 


Пусть 


дзі}  дз2,  дз9,.,.. 

элементы  поверхности  I,  отсѣкаемые  на  ней  элементами  конуса; 

Віу  Вг...  значенія  В, 
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и  наконецъ, 

’Фіу’Фэі'Фз— •  значенія  ф, 
соотвѣтствующія  тѣмъ-же  элементамъ. 

Разсмотримъ  отдѣльно  слѣдующіе  два  случая: 

1)  Предположимъ,  что  частица  \л  лежитъ  внутри  I.  При 
такомъ  допущеніи  число  точекъ  пересѣченія  поверхности  ^  долж¬ 
но  быть  нечетное,  и  интеграція  должна  быть  совершена  отъ 
Г— О  ДО  Г=ГХ,  ОТЪ  Г—Гъ  до  г=гѵ... 

Назовемъ  плотность  //  чрезъ  В0 ,  будемъ  имѣть: 

!  —  дг  =  —  В0  ф-Ві  —В2  4*.... 


Углы  ф,,  ф2....  поперемѣнно  острые  и  тупые,  потому 

дзх  Сое  ф,  =  г,2  д$, 
дз2  Сов  ф2  =  —  г22  д$, 
дзъ  Со8  ф3  =  г32  д$, 
дзА  Со8  ф4  =  — г42  д$; 


слѣдовательно, 

"У" 


^  Л  _  Со8  фу  _  Со8  фо 

дг=~В0д$+Оі — +Д,  - -  ^8,  +  .... 


»У 


/)С08  ф 


дз 


интеграція  должна  быть  распространена  на  всѣ  элементы  дз, 
соотвѣтствующіе  д$.  Совершимъ  интеграцію  самымъ  дѣломъ  от¬ 
носительно  всѣхъ  д$,  получимъ: 


_  / В  Сое  ф 

М=~4т*В0  +  / - - 


дз 


въ  найденномъ  выраженіи  интеграція  втораго  члена  должна  быть 
совершена  въ  предѣлахъ  всей  поверхности  I  и  въ  этомъ  слу¬ 
чаѣ  онъ  есть  не  что  иное,  какъ  интегралъ  Лт;  потому  будемъ 
имѣть’ 

Ж—  N  =  —  4тгВ0 , 


или 
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д2Ѵ  д2Ѵ  д2Ѵ 

—  НЬ  ■  4- 
дх 2  ду 2  д%2 


47гВ0 


2-й  случай.  Допустимъ,  что  частица  /л  находится  за  внѣ¬ 
шней  стороной  поверхности  і.  Возьмемъ  въ  разсмотрѣніе  эле¬ 
менты,  въ  которыхъ  прямая,  проведенная  чрезъ  //  къ  пе¬ 
ресѣкаетъ  і.  Число  точекъ  пересѣченія  въ  настоящемъ  случаѣ 
всегда  четное,  п^сть  онй  будуіъ  ^ 2 ? А4 з ?  •  і^лы  фіуф^^з»  •  •  • 
поперемѣнно  тупые  и  острые. 

Найдемъ 

дзх  Сов  т])х=.—гх2д$<  дз2  Сов  ф2  =г22  д$, 

дзъ  С о8  ■фз  ——г2д$  дз±  С 08  ф4  —  г/ д$. 


интеграція  выраженія 


) 


<Н) 

дг 


дг 


2? 


должна  быть  совершена  въ  предѣлахъ  г—гѵ  и  г— г 2;  г— г 

Т - Т зу  •  •  •  •  ' 

слѣдовательно  въ  результатѣ  получимъ: 

дБ  О,  Сое  ф,  Сое  ф? 

х  дг=  - т^~~д8,+ - Хг —  дз* 

дг  г  і  г  у* 

В  Сов  4 

=  2 - 4  д8> 

г2 

знакъ  Е  долженъ  быть  распространенъ  на  всѣ  элементы  д$, 
почему 


М= 


В.  С08  -ф 
г2 


и  какъ  слѣдствіе  заключаемъ,  что 

д2Ѵ  д2Ѵ  д2Ѵ 

—  +  —  +  —  = 0 . 

дх2  ду 2  дг2 

Въ  предъидущихъ  изслѣдованіяхъ  мы  полагали,  что  плот¬ 
ность  измѣняется  во  всемъ  пространствѣ  і  сплошнымъ  обра¬ 
зомъ;  Гаусъ  доказываетъ,  что  въ  условіи  этомъ  нѣтъ  особой 
необходимости  для  точности  выведенныхъ  результатовъ.  Доста¬ 
точно,  чтобъ  плотность  измѣнялась  сплошнымъ  образомъ  только 


около  частицы  //,  или  чтобы  эта  частица  была  расположена 


внутри  массы,  хотя  очень  малой,  которой  плотность  мы  могли 
бы  разсматривать  сплошной. 

Дѣйствительно,  если  назовемъ  потенціалъ  этой  массы  чрезъ 
V,,  потенціалъ  остальной  части  чрезъ  Ѵ1П  то  весь  потенціалъ 

■У=у%  +  у1%. 

На  основаніи  предъидущей  теоремы 


РѴі  д2Ѵх 
_ н - + 

дх 2  ду 2 

д*Ѵп  д2Ѵп 
+ 


дх 2 


ду' 


отсюда 


д2Ѵ  д'Ѵ 
дх 2  ду 2 


д'Ѵі 

—  —  __ 

-  47гВ 

дх2 

1 

.  дѴи 

1  ^ 

=  0, 

дѴ 

-  47гВ0 

дх2 

Если  же  требуемое  условіе  неудовлетворено  и  частица  /л  ле¬ 
житъ  на  поверхности  двухъ  пространствъ,  въ  которыхъ  плот¬ 
ность  измѣняется  не  сплошнымъ  образомъ,  но  дѣлается  раз¬ 


рывной  при  переходѣ  изъ  одного  въ  другое,  то,  въ  этомъ  слу- 

д2Ѵ  д'Ѵ  д'Ѵ 

чаѣ,  каждое  изъ  выраженій  — -  ,  -— ,  — —  имѣетъ  по  два  раз- 

дх2  дгу2  дх\ 

личныхъ  значенія,  и  для  опредѣленія  суммы  ихъ  должно  посту¬ 
пать  по  предъидущему. 


Относительно  основныхъ  теоремъ  ученія  о  потенціалахъ  за¬ 
мѣтимъ,  что  почти  каждый  ученый,  занимавшійся  этимъ  пред¬ 
метомъ,  старался  дать  свое  болѣе  или  менѣе  самостоятельное 
доказательство;  но  основныя  начала  ихъ  всѣ  заимствованы  у 
Гауса.  Моі^по  въ  своемъ  послѣднемъ  сочиненіи:  Ъедопз  сіе  Мё~ 
!  сапідие  Апаіу^іщие »  приводитъ  пріемъ  ЪішІеІоеГа  для  доказа- 
I  тельства  изложенныхъ  теоремъ  и  отзывается  объ  немъ  съ  осо- 
|  бенною  похвалой.  По  принципамъ,  доказательство  ЬіпсІеІоеГа  не 
отличается  существенно  отъ  пріема  Гауса  и  не  превосходитъ  его 
I  по  точности  заключеній,  —  потому  и  не  приводимъ  его. 


1 
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ГЛАВА  IV. 


§  1.  Разсмотримъ  разложеніе  АѴ  въ  ряды.  Лапласъ  первый, 
убѣдившись  въ  невозможности  непосредственной  интеграціи  по¬ 
тенціала  во  многихъ  случаяхъ,  занимался  разложеніемъ  его 
выраженія  по  шаровымъ  функціямъ.  Лежандръ,  Ламе,  Лежень- 
Дирихле  внесли  въ  разработку  вопроса  о  разложеніи  функціи 
потенціала  новыя  начала  и  развили  его  до  высокой  степени 
совершенства.  — 

При  разложеніи  ДУ=#  обыкновенно  преобразовываютъ  ко¬ 
ординаты  въ  ортогональныя. 

Подставимъ  вмѣсто  х ,  у ,  я,  въ  выраженіе  У  новыя  пере¬ 
мѣнныя  щ  ѵ  и  оо,  связанныя  со  старыми  уравненіями: 

и  =  ф(х,  у,  г),  ѵ  =  ф(х,  у,  г),  ’  =  Х(х ,  у,  г);  (1) 


будемъ  имѣть: 


дѴ 

дѴ 

ди 

дѴ 

дѵ 

дх 

ди 

дх 

+ 

дѵ 

дх 

дѴ 

__  дѴ 

ди 

+ 

дѴ 

дѵ 

ду  ~ 

ди 

ду 

дѵ 

ду 

дѴ 

_  дѴ 

ди 

+ 

дѴ 

дѵ 

дх,  ~~ 

ди 

дх 

дѵ 

дх 

дѴ  дш 
Т7  ТГ  5 


дм  ду 

дѴ  дм 
дм  да 

Дифференцируемъ  полученныя  выраженія  второй  разъ  и 

введемъ  обозначеніе  Лагранжа,  получимъ: 
д'Ѵ 

д^  =  Ѵ"»  +  П  «*' *  +  Г  и  +  У  „  и"хх 

+  Ѵѵѵ"хх+Ѵашхх 

+  ^  ( V  „„ и  х.  ѵ'х  +  Ѵ"ишихгс'х  +  ѴѴшѵх  ™х). 

Подобнаго  же  вида  формулы  найдемъ  для  выраженій  и  ■  — • 

оу 2  дг 

сложимъ  ихъ,  придемъ  къ  выраженію: 
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<Я7  й'!Ѵ  д‘Ѵ 

+  ~д&  —  Л ^  =  Ѵ'гі ( их*  + V*  +  и *,г ) 


+П«2+Ѵ2+<2)  +  ?"«(*** 

+  Ѵ„  (м  -(- Чуу '  +  м2г” )-\-Ѵѵ' {ѵ" 

+  Уш  (мхх  +  №уу  " +»**" ) 


+  2  У  иѵ  (их  ѵх  +  и  у  Ѵу  +ма  ѵѣ  ) 

+  2  V"  ада?  ( ^  бо^.  Д-^у.  оу  4-  цъ  мг  ) 

+  2Ѵ"ш  (гх  о»х+гу'  му  +  ѵг  «*). 

Допустимъ,  что  <р,  Д,  X  поверхности  ортогональныя,  въ 
этомъ  случаѣ,  очевидно, 


их  ѵх  +  Пу  Ѵу+Пъ  ѵй=0, 

их  мх  Л-Ыу  Му  +%  мъ—0,  (2) 

V  х  ®х  ~Е  * У у  ®у  “Е  ^  ъ  ^  ? 

и  три  послѣднихъ  члена  въ  предыдущемъ  уравненіи  для  ДУ 
уничтожатся. 

Если  вмѣсто  поверхностей  возьмемъ  плоскости,  то 


ДУ  —  Д  Уг/>  ѵ>  Л) , 

ѵу  +  у/  +  у,  1  =  у  и  +  у;2 + у  о,2. 

Выраженіе  ДУ  Ламе  1  представляетъ  въ  другой  формѣ;  из¬ 
ложимъ  основанія  его  пріемовъ  для  измѣненія  системъ  криво¬ 
линейныхъ  координатъ,  хотя  въ  тѣхъ  предѣлахъ,  въ  которыхъ 
они  приложимы  непосредственно  къ  вопросу  о  разложеніи  ДУ. 
§  2.  Пусть  система  поверхностей  дана  общимъ  уравненіемъ 

и  =  {(х,  у,  г); 

параметръ  и  для  каждой  отдѣльной  поверхности  имѣетъ  опре- 

1  Мётоіге  8иг  Іе§  соогсіоппёез  еигѵііідпез,  раг  Ьатё.  Іоигпаі 

(1е  МаіЬётаііциез.  ІЛоиѵііІе,  I.  У.  1840  ст.  313  и  349. 
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дѣленную  численную  величину,  независящую  отъ  прямоуголь¬ 
ныхъ  осей,  къ  которымъ  она  отнесена. 

Выраженія : 

'Г /ди\*  / ди  2  ,  ди  2  д2и  д^и  д^п 

\<)ж/  '  ду  )  V  дх )  ’  дх2  ду 2  дъ1 5 

сохраняютъ  также  числовыя  величины  для  всякой  точки  раз¬ 
сматриваемой  поверхности,  каковы  бы  ни  были  оси  координатъ. 
Ламе  называетъ  предъидущія  выраженія  дифференціальными 
параметрами  перваго  и  втораго  порядка  поверхности  или 
функціи  и;  означимъ: 


(  / ди \2  /ди\  ~  /ди\  ‘2 

Къ)  +  \Ту)  +  \ъ)  =  * 


д2и  д^и  д2и 

д*  +  д?  +  д?  =  д*  и 


Относительно  послѣднихъ  выраженій  замѣтимъ,  что  одно  и 
то-же  семейство  поверхностей  можетъ  быть  представлено  безко¬ 
нечнымъ  числомъ  дифференціальныхъ  уравненій  между  тѣми-же 
координатами,  потому  что  если  параметръ  и  есть  величина 
постоянная  для  каждой  отдѣльной  поверхности,  то  и  какая  бы 

то  ни  была  функція  отъ  него  —  тоже  величина  постоянная. 
Полагаемъ 


е  —  Р(и)  =  Р([(х,  у ,  ъ); 

это  новое  уравненіе,  параметръ  котораго  е  представляетъ  по¬ 
верхность  того-же  семейства,  какъ  и  выраженіе  и=/ ( ху%), 
какова  бы  ни  была  функція  Р. 

Если  измѣнимъ  интегралъ  параметра  для  опредѣленія  нѣко¬ 
торой  поверхности  того-же  семейства,  то  численное  значеніе 
двухъ  дифференціальныхъ  параметровъ  претерпѣваетъ  также 
измѣненіе  для  каждой  точки ;  но  всегда  существуетъ  между 
отношеніями  данныхъ  и  дифференціальныхъ  параметровъ  нѣко¬ 
торая  постоянная  зависимость.  Дѣйствительно,  называя  чрезъ 
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Ф  и  Д.;?  два  новыхъ  дифференціальныхъ  параметра  и  полагая 

дР  ы  д*Р  I Г" 

—  =  г  ,  —  =  г  послѣдовательно  получимъ : 

е—Г,  де  =  Г  ди,  ф  =  /•’>, 
д~  —  Р'~  +  Г" и,  Д,г  =  Р'Аги  +  Р"и\ 

ди  ди  ' 

исключимъ  изъ  предъидущихъ  выраженій  I*1  и  .Р" 

да  ди  д(р  Д2б  Д2?і 

ф  ^  ’  де  ф  дм  дм 
Имѣя  въ  виду  предъндущія  замѣчанія,  допустимъ,  что  за¬ 
висимость  между  координатами  выражается  тремя  уравненіями: 

[(х,уг)  =  и,  /і(х,у,г.)  —  ѵ,  /^(х,у,^)=  ш,  (1) 

представляющими  три  системы  поверхностей,  раздѣляющихъ 
разсматриваемое  пространство  на  безконечное  число  прямо- 
угольныхъ  паралленипедовъ.  Найдемъ  отношенія  между  ихъ  па¬ 
раметрами. 

Допустимъ,  что  данныя  поверхности  ортогональны;  между 
дифференціальными  коеффиціентами  перваго  порядка  должны 
существовать  слѣдующія  уравненія: 

ди  дѵ  ди  дѵ  ди  дѵ  ^  дѵ  дм  дѵ  дм  ^  дѵ  дм _ ^ 

дх  дх  ду  ду  ди  дх  дх  дх  ду  ду  дх  дх  ’ 


ди  дм  ди  дм  ди  дм ^ 

дх  дх  ду  ду  дх  дх 


(2) 


'00 


/2 

Ъ  > 


Назовемъ  дифференціальные  параметры  перваго  порядка 
чрезъ  (л ,  //,,  //2;  очевидно: 

©’+Ф’+(0)’=^=<-+ѵ+<*.' 

(Ё)  +  ф  +  Ф  =^=ѵ*'+ 

(дШ\2  Л.  (д0,\г _  2_  '2  ,  /2  , 

КТ*)  +  (ду)  +  и)  “'**  +ЯѴ  + 

Равнымъ  образохмъ  можемъ  составить  слѣдующія  шесть 
уравненій : 


(Ц) 


по  — 


/ 

7 

/ди\2 

Кдх) 

/ 

Н - 2 

^1 

'дх'і 

+ 

і 

п  2 
1*2 

/дм\  2 

\тх)  ; 

=  1, 

/ 

и2 

/ди  ‘2 
/у) 

/ 

ч — 

1  2 

Рі 

Оіу  I 

1  <2 

2 

+ 

/ 

7Г2 

№ 

(-)■ 

\ду) 

=  1, 

1 

I*2 

/ди\* 

'7а) 

І 

+ 

1  2 

/дѵ\‘ 

'7а  ) 

2 

+ 

/ 

„ 2 

ЛЧ'2 
/У)  ' 

—  і; 

1  /ди 

ди\ 

/  / 

дѵ 

<Ь\ 

/дм  дм 

I*2  'да 

.  .  -  ?  - 
ду' 

^  ‘  2( 

1*/  4 

да 

ду) 

+  '1  ( 

^2 

^  да  ду 

О, 


I  /ди  ди\  і  /дѵ  дѵ  \  /  /дм  дм^ 

/и2  'д#  да)  'д#  д%)  ~^22  да/  ' 


/дм  дм\  _ 

?  ѵ  Л  и  Лпп  ) 


і  /ди  ди\  і  /дѵ  дѵ\  I 

/и?  \ду  дх)  /и2  'ду  дх)  (а22  'ду  дх ) 

Изъ  предъидущихъ  выраженій  опредѣлимъ 


ди  ди 


дх  ’  ду: 

помощію  слѣдующихъ  9  уравненій,  которыя  разобьемъ 
класса : 

ди 
дх 


1 -й  классъ  - 


/*  /дѵ 

~'Ь 


ди 

ду 

ди 


дм  дѵ  дм\ 

ду  ду  да)  1 

дм  дѵ  дм 


РіР>2 

іи  /дѵ 
РіР>2 

/и  /дѵ  дм  дѵ  дм\ 


'даз  *  да  да  дх , 


2-й  классъ 


/дм  ди  дм  ди\ 

1*1*2  \д&  ду  ду  да  )  7 


да  /*і/*2  дх  дх  ду )  ’ 

дѵ 
дх 

дѵ  /дм  ди  дм  ди\ 

ду  и,/и2  \дх  да  да  дх / 

дѵ  /дм  ди  дм  ди 

да  /*2/*  \ду  дх  дх  дх 


дм  (/2  /ди  дѵ 

дх  /*/*{  \да  ду 

дм  ц*ч  / ди  дѵ 


3-й  классъ  < 


_  1*2  /ди 

ду  і*і*х  \дх  *  да 

дм  рі2  /ди  дѵ 

да  \ду  *  дх 


ди  дѵ 
ду  да, 
ди  дѵ\ 
да  дх)  ' 
ди  дѵ 
дх  д  у/ 


(3) 


...  СЪ 

на  три 


(4) 


Если  найдемъ  изъ  уравненій  ( 1  )  значенія  х,  у ,  г  какъ  функ- 

ди  ди 

ціи  и,  ѵ  по),  подставимъ  ихъ  въ  выраженія  /л,  р17  ^2;  — ,  ~ , 

%/ 


ди  дѵ  дѵ  дѵ  дм  дм  дм 

7  ’  7Х  ’  Ту  ’  * ;  ъ  >  -ц  ’  *  >  то  пол^нгая  выРаженія  иож- 

но  разсматривать  только  какъ  функціи  и,  ю,  Сверхъ  того, 
называя  чрезъ  дв,  дзп  дз2  первые  элементы  нормальныхъ  къ 
поверхностямъ  и,  ѵ,  а>,  по  которымъ  измѣняются  разсматривае¬ 
мые  параметры,  будемъ  имѣть: 

дх  /  ди  ду  /  ди  дх  і  ди 

— -  ди  =  —  .  аз ;  —  дгі=-——  дв  ;  —  ди  —  -  —дз.  (а) 

ди  [л  дх  ди  /а  ду  ди  р.  дх 


Умножаемъ  послѣдовательно  предъидуіція  уравненія  на  дх , 
ду ,  дх,  складываемъ  ихъ,  принимая  во  вниманіе,  что 

дх 2  +  ду1  4-  =  дз\ 


ди  ди  ди 

т  +  “Л/  +-т-  д%  =  (1и, 
дх  ду  ѵ  дх 

получимъ 

ди 

дз  —  — . 

1* 

Точно  такимъ-же  пріемомъ  докажемъ,  что 

^  дѵ  ^  До» 


Подставимъ  эти  значенія  въ  разсматриваемыя  уравненія  (а) 
и  имъ  подобныя;  они  примутъ  слѣдующій  видъ: 


ди 

о  дх 

ди 

• 

,  дУ 

Эге 

о 

дх 

дх 

’7  = 

-\* 

ди  1 

ди  ’ 

дѵ 

дх 

дѵ 

дѵ 

_  2 

Лу 

дх 

^  1 
II 

-Иі 

дѵ  ’ 

с)г 

—  Рі 

дѵ  ’ 

дм 

дх 

дм 

і 

М 

да; 

_  ч 

дя 

дх 

дш  ’ 

ди 

■/*2 

дм  9 

дя 

—  1*4 

д^; 

(5) 
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Отсюда : 


дх 

1 

ди 

дх 

1 

дѵ 

д# 

/ 

дм 

ди 

р} 

дх  ’ 

дѵ 

/,  2 

дх  ’ 

да? 

Л22 

дх  ’ 

ду 

/ 

ди 

ду 

/ 

дг? 

ду 

/ 

да> 

ди 

Д2 

V 

дѵ 

^і2 

ду  ’ 

дда 

//2 

<У 

дя 

/ 

ди 

дя 

/ 

дя 

1 

д& 

ди 

р} 

Тх  ’ 

дѵ 

г/  2 

:  дя 

’  д^ 

Р<1 

дя 

Дифференцируемъ  предъидущія  формулы  и  сравниваемъ  почлен¬ 
но;  получимъ: 


Пусть  У  данная  функція  х ,  у,  я,  отнесемъ  ее  къ  новымъ 
координатамъ  и  продифференцируемъ,  принимая  во  вниманіе 
уравненія  (5),  найдемъ: 


дК 

ди 

Г 

дГ  ди 

дѴ 

ди 

дѴ' 

д# 

дх 

+ 

ду  ду 

+  дГ 

дя 

ди’ 

11 

д7 

дѵ 

+ 

дѴдѵ 

дѴ 

дѵ 

дѴ 

д# 

дх 

ду  ду 

дя 

—  ^  і 

дѵ  ’ 

(8) 

дѴ 

дм 

+ 

дѴ  дм 

дѴ 

дм 

дѴ 

Ѵі') 

дх 

дх 

ду  ду 

+  ія 

дя 

ч 

дм‘ 

і 

§  В.  Цѣль  всѣхъ  нашихъ  преобразованій  заключается  въ  на¬ 
хожденіи  выраженія  ЛѴ  при  новыхъ  координатахъ;  но  для  по¬ 
лученія  окончательнаго  результата  въ  возможно-упрощенной  фор¬ 
мѣ  необходимо  вывести  еще  нѣсколько  вспомогательныхъ  урав¬ 
неній,  играющихъ  впрочемъ  весьма  важную  роль  въ  вопросѣ  объ 
изслѣдованіи  кривизны  ортогональныхъ  поверхностей. 

Продифференцируемъ  послѣдовательно  уравненія  (2)  по 


х,  у,  з,  и  при  помощи  предыдущихъ  уравненій,  результатъ 
представимъ  въ  формѣ: 


Разложимъ  уравненія  (7),  принимая  во  вниманіе  уравне¬ 
нія  (9),  получимъ: 

У<Э“\ 

\дх/  1  д/х  ди  /х2  д/х\  дѵ 

дѵ  /х  дѵ  дх  /х{ъ  ди  дх  7 

д(—\ 

\дх/  1  дх  ди  /х2  д/х 2  дм 


дм  /х  дм  дх  /хъ  ди  дх  ’ . 


1-й  классъ  ‘  (Ю) 


1-й  классъ 


дш 

д(  ~ 


дѵ 


ди 
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/  д/л  ди  р*  др2  дш 

*"*  *****  Ш  _  ев* маама  • 

Р  дш  ду  р2ъ  ди  ду  ’ 

1  ди  ди  /и2  дрі  дѵ 

тшшв  шшятшшт  ама*  мм  • 

/и  дѵ  дх  рхъ  ди  дх  ’ 

/  др  ди  р ?  дрч  дш 

р  дш  дх  р2*  ди  дх 

/  др[  дѵ  р ,2  дрч  дш 

Рі  дш  дх  рчъ  дѵ  дх  9 

/  др{  дѵ  рі 2  др  ди 

^  «ммв  —  _  ММЯМ  —  • 

<)#  Р 23  <)у  <Ь?  ’ 

Лі2  ^2  э® 
дш  ду  р2ъ  дѵ  ду  ’ 

1  дрі  дѵ  рх 2  др  ди 

т  ,^ммм»  вМШИаяа  «МММ  МММ*  • 

Рі  ди  ду  ръ  дѵ  ду 
/  дрх  дѵ  рх’1  дрч  дш 

*  —  ■  ■■  —  м  — ваима*  маам  ^ м  • 

()о;  дя  ^23  Эг  ’ 

/  ду  ^  д^  ди 

Рі  ди  дх  р 3  дѵ  дх  * 

•  1  ^  ^2<2  ^  ди 

Рч  ди  дх  р  дш  дх’ 

1__  дрч  дш  р22  д Рі  дѵ 

Рч  дѵ  дх  рхъ  дш  дх  ’ 

-  і-  ^  др  ди 

рч  ди  ду  р*  дш  ду  ’ 


2-й  классъ 


(Ю) 


В-й  классъ 


Ч/“ 
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<>У. 


до 

д(~ 

\С>2 

дц 

<1 

дѵ 


1  д/л.2  дм  /л.^  д[л  дѵ 
и.2  дѵ  ду  дм  ду  ’ 

}  д^2  дм  /121  ду,  дм  < 

твшт^  ^ •»■■■*  «МММ*  тш^шт  0 

іа 2  дм  да  /а1  дм  д%  ’ 

/  д(Л2  дѵ  /а^  д/А\  дѵ 

/А2  дѵ  да  дм  дх  * 


3 -й  классъ 


(Ю) 


Изъ  предыдущихъ  уравненіи  и  уравненій  ( 2 )  получимъ  но¬ 
вую  систему: 


*  Ф>  <«),>  <*) 

-  -у-  —  -|—  • — •  -  -  () 

дх  дм  ду  дм  дх  дм 

ди  К|)  ды  д(Х)  *  дОі,  =  0 
дх  дѵ  ду  дѵ  дх  дѵ 

<|) 

дх  ди  ду  ди  дх  дм 

.  і(у)  ,  .  і(^ 

дѵ_  \дхУм  дѵ  \дуУ  мд_ѵ  \дх 

дх 


дм  ду 


дм  д 


ди 


=0, 


дх  дѵ  ду  дѵ  дх  дх 

» <Ю . » <%) ,  *  «®_ , 

дх  ди  ду  ди  дх  дм 


(П) 


[ 


Между  всѣми  этими  уравненіями  собственно  одно  только  пер- 
ое  выражаетъ  новую  зависимость,  остальныя  получаются  диф- 
>еренцируя  его  по  и,  ѵ,  <а  и  изъ  уравненій  (2)  и  (9). 


8: 
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Изъ  уравненій  (10),  или  дифференцируя  первое  изъ  урав¬ 
ненія  (II)  по  найдемъ: 

ди 4 

^  ГІІ  -  1 

д/и  (12) 


/  ди\ 


ди  ^дх)  ди  ду )  ди  \<Ь  / 

■  '  ■■■  ■І-  я  ■  ■  Г"  — 

дх  дѵ  ду  дѵ  дх  дѵ 


дѵ 


дѵ  дѵ  дѵ 

Умножимъ  первыя  три  уравненія  (10)  на 


сложимъ  ихъ,  получимъ: 

ди  ди  ди 

дѵ  ^  дх  ^дѵ^  дх  ду др^ 

дх  дѵ  ду  дѵ  дх  дѵ  /иі  ди 


(13) 


Не  трудно  получить  и  шесть  соотвѣтствующихъ  ему  уравненій. 
§  4.  Возвратимся  снова  къ  нашему  главному  вопросу.  При- 

.  ди  .  ди 

равняемъ  коеффиціентъ  — ,  взятый  по  х,  коеффиціенту  — , 

взятому  у  въ  первомъ  классѣ  группы  (4);  будемъ  имѣть: 

дѵ  д2ш 


/г  /  д*ѵ 


дсо  д2ѵ  дм  ^  дѵ  д2со 


/щ^2\дхду  *  ду  ду2  дх  дх  ду 2  ду  *  дхду. 


+ 


(. дѵ  дсо  дѵ  дсо 4 

ду  \дх  ду  ду  *  дх 


д2ѵ 


/х  /  д2ѵ  дсо 

иір-г  \дх2  дх  дхдх  ’  дх  ‘  дх  дхдх  дх  дх2 ) 


дсо  дѵ  д2со  дѵ  д2со\ 
•  Т  +  Т  ГТ'  —  Т  Т  ) 


+ 


дѵ  дсо 


дѵ  дсо 4 
дх  дх. 


дх  \дх  9  дх 

Это  уравненіе  можно  преобразовать.  Отбираемъ  гЧлены  и  под¬ 
ставляемъ  значеніе  д 2й  найдемъ: 


/и  /дѵ  дсо 

(  Г"  А  2  о?  —  —Да  V 
\оя  дх 


+ 


+ 


дѵ  дѵ  дѵ  \ 

дсо  ю^дх  ^  дсо  ^  дх  ^д^  ^ дх  | 
дх  ду  ду  дх  дх/ 
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дѵ  °Тх 


дѵ 


дш  <)л;\ 

дТх  .  дѵ  дТх  ] 


дх  дх  ду  ду~^  дх  дх 


+ 


У 


Уі 


+  {  —  (  ^  РЧ“2_і  ^  ^  ІІІ^2  I 


( дх  \дх  дх 

/  д~ 

дш  (  дѵ  іі\[а<і 


ду  ду 

у 


д 

дх  дх 


У  х 


\ 


V—  |  —  'Ці'аѴ|  —  )' _ 

дх  дх  ду  ду  дх  дх/ 


0. 


Изъ  послѣдняго  уравненія,  при  помощи  формулъ  (5),  полу¬ 
чимъ  первое  уравненіе  слѣдующей  системы.  Два  остальныя  у- 

равненія  той-же  системы  находятся  чрезъ  сравненіе  коеффи- 

д^и  д2и 

ціентовъ  изъ  уравненія  (4)  и  преобразованія  со¬ 

вершенно  подобнаго  предыдущему. 


Л 

У\Уі 


дѵ 


дш 


-  Д2&)  -  -  Д2.  + 


дѵ 

дІ: ; 


дш 


дѵ 


+ 


У 


У 


дѵ 


УіУч 


дш 


дш  дх 


___  2  УіУч  I  _  /) 

Т-/Л2  —  1  —  0 


дѵ 


.  дѵ 

іх  (  дѵ  дш  ,  п  ду 

Т^кду  +  V'  Т„ 


,  <1 


дѵ 


У 


дѵ 

ду 


У1У2 _ —  ІУ  2 

дш  ду  1 


(~)  і 

\УіУ2/  )=0 


1+ 


дѵ 


У 


/ 


дѵ 

\  Т  ^2^2 


дѵ 

дш  ,  ,  0Д? 

-д^  +  и,-  й 


/» 


'<Ѵ 


\ 


+ 


у 


дѵ 

дх 


№  2 


д-1—  д  д 

/ХІ/Х2  ™  я  1  У^У^  I  _ 

дш  дѵ 


=  О . 
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Сложимъ  три  дредъидущія  уравненія,  предварительно  умно¬ 
живъ  ихъ  на  г  »  Г  »'  Г  >  сдѣлаемъ  приведеніе,  принимая  во 
дх  ду  дх 

вниманіе  формулы  (2)  и  (13);  въ  результатѣ  нолучимъ: 


А^ш 


д  І08 


№ 


№ 


+ 


дш 


—  О. 


Если  сложимъ  тѣ-же  уравнеиія  предварительно  умноживъ  ихъ 

дш  дш  дш 

на  г  .  г  ,  г  ,  то  найдемъ: 
дх  оу  дх 

№ 


д  І08* 


А^ѵ  .  ~  _ 


—  + 

А** 


дѵ 


= О . 


ди 


Наконецъ,  если  предварительно  умножимъ  уравненія  на—  , 


ди  ди 


-7,7-,  сложимъ  ихъ,  то,  при  помощи  уравненій  (2),  будемъ 
ду  дх 

имѣть: 


дѵ  дѵ  дѵ 

ди  д  дх  ди  ^  ду  ди  ^  дх 
—  т — +■  -1-  — 


+  Т  т-/= 


дх  дш  ду  дш  дх  дш 


дш  дш  дш  \ 

2  ^  ди  ^  дх  ди  ^  ду  ^  дх 

1  \<Ь?  дѵ  ду  дѵ  дх  дѵ 


выраженіе  тождественное  въ  силу  равенствъ  (10). 

Точно  такимъ-же  образомъ  можемъ  преобразовать  вторую  и 
третью  группы  уравненій  (4)  и  придемъ  къ  слѣдующимъ  вы¬ 
раженіямъ: 

А* 


(14)  А,и  ()  І0ь  г)  І0°  ^  Д & 

_  ,  - 


д\о% 


І^ч 


ди 


АѴ 


дѵ  7  рч 


№ 
дш  ’ 


которыя  можно  представить  въ  формѣ: 

д/х  АчЦ  /х  д/х  і  іх  д(Хч 

1ы  -==— ~  + 


ди 


№ 


ди 


I 


— 
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АчѴ 

_У± 

дуч 

і 

У~ 

ду 

дѵ 

У\ 

Уч 

дѵ 

“Г 

У 

дѵ 

дуч 

АчШ  _ 

_,“2 

ду 

+ 

Уч 

дух 

да) 

Уч 

У 

да) 

У\ 

да)  * 

Формулы  (14)  и  служатъ  для  преобразованія  дифференці¬ 
альнаго  параметра  какой-бы  то  ни  было  функціи.  Если  У  функ¬ 
ція  х,  у ,  я,  которую  отнесемъ  къ  новымъ  координатамъ  щ  г,  оо , 
то  послѣдовательно  будемъ  получать: 

дѴ_д_Ѵди  дѴдѵ  дѴда) 
дх  ди  дх  дѵ  дх  да)  дх 

д2Ѵ  д'-Ѵ  /  ди\2  д2Ѵ  /дѵ\*  д2Ѵ /да)\2 
дх 2  ди\дх)  дѵ2  \Эл?/ 

д2Ѵ  дѵ  дао  <)2К  да)  ди 

_р.  2 - Ь  2 - 

~  дида)  дх  дх  дасди  дх  дх 

д2Ѵ  ди  дѵ  дѴ  д2и  дѴ  д2ѵ  дѴ  д2а) 

1  ^  дидѵ  дх  дх  ди  дх2  дѵ  дх2  да)  дх2 

Легко  видѣть,  что,  опредѣливъ  такимъ-же  образомъ  два  дру- 

д2Ѵ  д2Ѵ 

гихъ  дифференціальныхъ  коеффиціента  —  ,  —  ,  сложивъ  всѣ 

полученныя  выраженія,  имѣя  въ  виду  уравненія  (2)  и  (II), 
найдемъ  выраженіе: 


о  д2Ѵ 

д,;у_  ^ 


д*Ѵ  „дгѵ  дУ  ,  дѴл  дѴ 


ди2  '  Г1  дѵ 2  ‘  г "л  да)2  '  ди  дѵ  21  да) 

Уравненія  (14)  даютъ  возможность  преобразовать  послѣднія 
выраженія  въ  формулу: 


+  Рі 


ДаѴ  =  К 


()2У  учу 
с)ѵ2~^  д 


&Ѵ  .У\У* 

ди2  у 

дѵ  дѵ/  ^ 


«  *Е  + 

5  Ч  д 


<и  — 

№  ЧЯ“І. 
Уч 


С^.)л) 

да)  да) 


ИЛИ, 


А2  V — / л 
наконецъ 

Д2Ѵ=,иѴі 
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а  эг  ш  эг  ^  ^ 

^,^2  '  Эм  +  «3№  Эю  +  Д/2  ^ 


Л7 


(15) 


ди 


А6 


<Ь 


Э7\  д 

•Ѵ)+т 


А^Г 


ЭГ\ 

)  + 


Эа? 

д  /  ^1*2  .  ^ 


Эй\№іА*2  <*!*/  <Ь/  А»ѴА^1^2  <Ь 

Квадратъ  дифференціальнаго  параметра  перваго  порядка,  при 

дѴ  дѴ  дѴ 

найденныхъ  значеніяхъ  ^  ^  ,  ~  .и  при  помощи  формулъ 

(2)  и  (II)  выразится,  формулою 

/ЭГу  /ЭГу  ,  /ЭГу  .  / ЭГу  ,  /ЭТУ  2  /эг 

(эг)  +(*)  +(эт)  +  *  (>)  +  *  \Э», 

Въ  выраженіи  (15)  можно  измѣнить  прямолинейныя  коорди¬ 
наты  на  полярныя;  пусть 

ж  =  г  8іп  ф  Соз  Ѳ,  ?/  =  г  8іп  Ф  8іп  (9,  ^  =  г  Сов  ф; 
слѣдовательно,  для  настоящаго  случая  и  переходитъ  г,  ѵ—ф9 
00  =  Ѳ. 

Составимъ  выраженія: 


А*  - 1  5  А*1  -  „2  5  А*2 

и  подставимъ  въ  уравненіе  (15),  получимъ: 
ДѴ= 


гл  '  г~  8іп  ф  а4,  АЧ  АЧ 


=  г"8тф 


/  (<)  /  „  .  ЭКч  <)  /  .  д  /  /  ЭГч) 

г28іпф|Эг(Г  8т^Эг)+Эф(8т<^Эф)+Э0  8іпфЭѳ)р16^ 
Допустимъ  для  краткости  Соз  <р—М  и  подставимъ  въ  по¬ 
слѣднее  выраженіе,  будемъ  имѣть: 


Д  V  = 


гУ  /—  Л/* 


г  О"  ■'^3  +  й  (У'* 


ЛГ*-) 

Эф/ 


+ 


VI/  /  — АР  ЭѲ/  I 


V  1/  ,  Л/іо  *  У  Г  ?  (П) 

формулы  (16)  и  (17)  имѣютъ  весьма  важное  значеніе  въ  тео¬ 
ріи  потенціаловъ;  но  прежде  нежели  мы  перейдемъ  къ  ихъ  из¬ 
слѣдованію  и  приложенію,  замѣтимъ,  что  пріемъ  Ламе  для  пре¬ 
образованія  координатъ  очень  сложенъ  и  притомъ  прилагается 
только  къ  тремъ  перемѣннымъ. 
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Веберъ 1  предложилъ  другой  методъ  для  вывода  формулы 
подобной  (16). 

§  5.  Пусть  х%,  х3,  х% хр  система  данныхъ  перемѣн¬ 
ныхъ;  ,  |2 ,  |з %р  система  новыхъ  перемѣнныхъ,  связан¬ 
ная  со  старыми  условіями  ортогональности: 

дхл  дх{  *  дх2  '  йг2  йгз 
назовемъ 

_  2  /*&\* 

?  Ѵ<Ь?/  - 


т* 


— +  — .  — +...  =  I 

йг2  ^3  ?  ѴАя 


Ик 


(19) 


Дифференцируемъ  уравненія,  выражающія  новыя  перемѣнныя 
посредствомъ  старыхъ  и  старыя  посредствомъ  новыхъ,  получимъ 
слѣдующія  системы  уравненій,  какова  бы  ни  была  функціональ¬ 
ная  зависимость  между  координатами: 

,  _  (  _  2/<Ц» 

Іі^дхъ  * 

(20)1  =  ѴІ  ^  @Х) 

Ь\дхіг 


Е'дх(> 

ІіКдх^ 


дху 


Умножаемъ  уравненія  (XX),  по  порядку  на 


—  д1і  дА{ 

<)г,  ’  ().Г2  ’  <)ЛГ3 


д%2 

и  складывая,  потомъ  на  —  ,  ,  - — , . . .  и  принимая  во  вниманіе 

(/Ж|  (/Д?2  ОХ% 

уравненія  (18)  и  (19),  получимъ: 


^|і_ _  2  #  д%7 _  2  дх{ 

дх{  ^ 1  д${  1  дх \  д$2 


такъ-что  вообще  будемъ  имѣть: 


дАі 

дхр 


,дх? 


(21) 


1  Изслѣдованія  Бебера  по  этому  вопросу  я  не  встрѣчалъ  въ 
печати;  основное  начало  ихъ  мнѣ  передано  докторомъ  Шпмко- 


вымъ. 


—  122  — 

По  этой  формулѣ  составимъ  частныя  производныя  отъ  |  по 
различнымъ  х  и  подставимъ  полученныя  выраженія  въ  уравне¬ 
ніе  (20),  придемъ  къ  выраженію: 

»7=ІФ’-  <23> 

Если  подставимъ  тѣ-же  производныя  во  вторую  систему  урав¬ 
неній  (20),  то  найдемъ 


(23) 


2  /<Ьл  _ 

ІЬ  \д%(з  *  _  ’ 

уравненіе  представляющее  отношеніе  обратное  первому. 

Поступая  подобнымъ  образомъ  съ  системами  уравненій  (XX), 
получимъ : 

*  («(§)’) = 
дх(і  дхд  \ 


(24) 


( 


йѵддйі 


-о. 


(25) 


Дифференцируемъ  уравненіе  (22)  по  будемъ  имѣть: 


/  х  /Жгд  Э*ДРд  \ 


или 


о 


#*а?Д  \ 


Въ  силу  уравненія  (21) 

1г  \дх$)  $  ЬЦ  ’ 

почему  предъидущее  выраженіе  приметъ  видъ: 


/  д 

О  —  — 


+  ^  й  Й7 


^  ^  ’  Л’йвд 

Дифференцируемъ  уравненіе  (25)  по 

2  / ( лЛ  Ъщ\  ,  2  дщ  д'1х^_ 


Й 


+  М 


ь  ^Ід/  Л  ^І/і 


■ 


(26) 
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составляемъ  систему  уравненій,  измѣняя 


умножаемъ  на  - 
возьмемъ  сумму  ихъ,  получимъ : 

<Чг' 


2 

1і 


д  і#'  . 

V  к  дё/і 


2<Ц>  <%  ,  ,^2/  #хд  _0. 

•  ?  %  ‘  дхе  д%н  ?  Ѵ^д^Лер/} 


<>Ь  ? 

но  въ  силу  уравненія  (20) 

2  /<Цо 

?  *  <Ц>/ 

за  исключеніемъ  того  случая,  когда  Ь—к,  причемъ  предыду¬ 
щее  выраженіе  равно  единицѣ;  поэтому 

.2  дхі . 

д2х< 


д  /и 


+ 


2  2 


д%к  '  1ь  ?  мл  ■  <ЧіМк  '  дён '  ^ 


?  <Ц  д%к=0 


ИЛИ 


дх^ 
к  д$к- 


+ 


2  ,  д2а;р  <)ёк 

и  [Л  - - 


()|А  *  *  ?  Ъ  д%к  д$к  ’  <Ц, 


0. 


Если  въ  уравненіи  (25)  измѣнимъ  1г  на  $>,  ^  на  &,  ^  на 
то  предыдущее  уравненіе  приметъ  видъ: 

дяг 

/  2  дхд  (д^к) 


д(и 


2  ‘"З' 

к 


дік  *  ]г  ’  д%к  * 


=  0. 


(27) 


При  помощи  выведенныхъ  формулъ  не  трудно  уже  преобра¬ 
зовать  координаты  въ  выраженіи  ДУ. 

Очевидно,  имѣемъ: 

_2/д7  <Ьд\ 

*А  А  \<%  ’ 

опредѣлимъ  такого  множителя  т  ,  чтобъ,  продифференцировавъ 

А 

предыдущее  уравненіе  еще  разъ  но  |  и  суммируя  по  А,  по¬ 
лучили  въ  правой  части  ДУ. 


124 


Слѣдовательно : 

2/ дѵ  Л\ 

Л  /і  ()х/ідхк  А  А  г)^Л  ()|л  /*  Ляд  А  V  А*)^/ 


(28) 


Допустимъ 


шд  =  рл* .  Ж; 


въ  силу  уравненій  (24)  и  (25),  первый  членъ  правой  части 
приметъ  видъ: 

2  Л^Ѵ  ъ*Ѵ 

7  ЛІ— =  Ж,  . 

1і  дх д2  Ь,  дх^ 

Если  опредѣлимъ  М  такимъ  образомъ,  что  второй  членъ  урав¬ 
ненія  (28)  уничтожится,  т.  е.  если 

то  вмѣстѣ  съ  тѣмъ  и.  найдемъ  искомаго  множителя. 

Дифференцируемъ  послѣднее  выраженіе  самымъ  дѣломъ,  *  въ 
результатѣ  получимъ: 

Г  С  ,  дЧ  *  Іо?  м  ,  д  С  ,  Л 

А  ѵ  А  5Га  +  ^  \  А  5|Д)  -  °; 


(29) 


но  изъ  уравненія  (27),  замѣнивъ  к  на  Л,  ^  на  к,  к  на  $>,  по¬ 
томъ  суммируя  по  Л,  найдемъ: 


_  '  2  Е  д.(^)  ^  __о 

2  Л  $  дЦ  д$(з 

Въ  этомъ  выраженіи  при  суммированіи  по  $  и  Л  обѣ  эти  вели¬ 
чины  приводятся  чрезъ  одни  и  тѣ-же  зпаченія,  почему  ихъ  мож¬ 
но  измѣнить  во  второмъ  членѣ;  потомъ,  опредѣливъ 
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подставимъ  его  значеніе  въ  выраженіе  (29),  найдемъ: 
2  „  дх/і 


Л  ді. 


д  іо^  М  /  %  д  1о$ 

дк  +  *  ?  Щ. 


— о , 


отсюда 


1о§Ж=— '  ^  1о§  ^  , 


ИЛИ 


М  =  (7Гц)-1, 

означая  чрезъ  тг  произведеніе  всѣхъ  //. 
Такъ  -  какъ 

ш  =  Ж\л 2 , 
л  л 


то 


т 


Л  7 г/и. 

Наконецъ,  подставляемъ  полученныя  значенія  въ  преобразо¬ 
ванную  формулу  (28),  сообразно  съ  условіемъ  относительно  мно¬ 
жителя  М9 

,  о  (  —.т 


Ѵ-М2- 


Ь  дх 2/,  ’ 


найдемъ: 


•2дЧ_ 

1г  дх  і? 


Л  \Т/Х  О 


Я. 


(30) 


общая  формула  искомаго  преобразованія,  подобная  (16). 

Если  введемъ  въ  формулу  (30),  приложенную  уже  систему 
полярныхъ  координатъ,  то  полагая: 

у  —  %  8іп  (р  Соз  Ѳ,  ъ  =  $  8іп  ф  8іп  Ѳ,  х  =  р  Соз  Ѳ; 
получимъ : 
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и  наконецъ: 


формула  подобная  (16).  Полагая  Соз  ф  =  /л ,  др  =  8п\  ѲдѲ , 


найдемъ : 

ДѴ= 


рУ  /-Ѵ 


-  <)Г\  дѵ 

Ч  \  I 


дѴ\ 


г  еѵі-^г-)+у-лѵі~^)+ 


др  у  дф 


дару 


дѴ 


\ 


дѲУУ)—^  дѲ )' 

выраженіе  (31)  можно  также  преобразовать  въ  формулу: 

і_дЪѴ),і  Ь(  дѴ\  /  ѵѵ_\~п4*%л 

ЛѴ  р  «у  +р2І?/  , а2;#2  )  '  3 

§  6.  Перейдемъ  къ  вопросу  о  разрѣшеніи  уравненія  (32). 
Пусть  г,  т,  р  полярныя  координаты  точекъ  даннаго  при¬ 
тягивающаго  тѣла;  [л,  ф  подобныя  же  координаты  притяги¬ 
ваемой  точки.  Въ  общемъ  выраженіи  для  функціи  потенціала 
У,  будемъ  имѣть: 

(I) 

/  « 
гдѣ 


е  =  V  г1  +  ^  —  2г%  Со8  (г(>) ;  дѵ  =  г1  дг  дт  др> 

Соз  (г%)  —  рт  +  У 1  —  [/ 1  —  т\  Соз  ( Ф—р). 

Изъ  выраженія  для  в  получимъ: 

/  і 


рѴг 5 


яг 


С08(Ѵ.^) 


или 


€ 


Г  У  О2 

1  -  -Ъоз  (г.?; 

Газложивъ  два  послѣднія  выраженія  въ  ряды  найдемъ: 

Г=-+т<Р +  =«'«  +  ..., 

6  РР  р^ 


(П) 
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или 


1 

8 


(Ш) 


Подставимъ  значенія  -  п  выраженіе  дѵ  въ  формулу  (I)  и 

8 

означимъ  то,  во  что  перейдетъ  У  при  подстановкѣ  выраже¬ 
нія  (И),  чрезъ  ,  значеніе  же  его  при  подстановкѣ  вы¬ 
раженія  (III)  пусть  У(ц)‘, 

[/(•■)  іМ  #(2) 
у(0  —  Т  +  "X  +  "У  +  •  •  •  • 


У(11)=Ж°  +  ?  ТИ‘>  ^  +  ..., 


гдѣ  вообще: 


/. 


Ц^п^=  .  г.п+2  дг .  дт .  др ,  (IV ) 


И"=  іо.гт(пш°<$п)дг.дт.др. 


/ 


(V) 


Интеграція  должна  быть  совершена  въ  предѣлахъ  всей  дѣй¬ 
ствующей  массы.  Уравненіе  (IV)  должно  быть  примѣнено  въ 
тѣхъ  случаяхъ,  когда  ^>г;  уравненіе  (V),  когда  г>$. 

Выраженія  І/М  и  тИл)  представляютъ  шаровыя  функціи; 
опредѣляя  самымъ  дѣломъ,  можно  найдти  ихъ  видъ.  По¬ 
строимъ  первоначально  дифференціальныя  уравненія,  которымъ 
удовлетворяютъ  разсматриваемыя  шаровыя  функціи  и  ТѴ 
Подставимъ  значенія  и  Ѵ>і і ^  въ  уравненіе  (32)  и,  за¬ 
мѣчая,  что  II  и  ТУ  не  содержатъ  при  томъ  уравненіе  (32) 
должно  удовлетворяться  особо  каждой  изъ  этихъ  величинъ,  бу¬ 
демъ  имѣть: 

+ : - ;  =—»(»  +  1)  (VI) 


др  1 
др. 


1—и*) 


др 

\д\Ѵ^пд 


)  др 


+■ 


1—р1  др1 
1  д^Сп) 


■п(п+1)  Ж".  (VII) 


/ — рг  дф 

Значеніе  (/“^  должно  удовлетворять  подобному  же  диффе¬ 
ренціальному  уравненію.  Теорія  опредѣленія  (/'Ч  отъ  кото- 
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рой  зависитъ  разрѣшеніе  разсматриваемаго  вопроса,  была  въ 
первые  развита  Лапласомъ;  Лежандръ  нашелъ  въ  ней  нѣко¬ 
торыя  упущенія,  которыя  окончательно  устранилъ  Ьедѳипе- 
БігісЫеі. 

Мы  имѣли  выраженіе 


1—2-  Соз  ($г)+{^- 


2 


'/•>  =  т<$п)  (іу , 


гдѣ  <У должно  удовлетворять  дифференціальному  уравненію 


Н  ( і -У) 


д#ѣ>\ 


д/х  ^  1  дЮ'п)  ,  г  , 

— т, -  +^-%г+«’+Ѵ<?‘1=о-  (ТШ) 

Назовемъ  для  краткости: 

Соз  (рг)  =  х  ;  —=а,  1  —  2  ах  +  а1  =  и. 

9 

слѣдовательно: 

1 — 2  ах  +  ^ 1  =  -ф  (ах)  =  Г  ( У1  а п. 

Разложимъ  полученное  выраженіе  по  теоремѣ  Маклорена, 
найдемъ: 

/  /д^±\ 


<?п)  = 


і.2.3..(п —  / ]п\  да11  у 

а—  О 


Отсюда  заключаемъ,  что  должно  быть  цѣлою  раціональ¬ 
ною  функціею  х  порядка  п,  которую  можно  представить  въ 
общей  формѣ: 


р—п 


НО 


<Уп)—  2  Ар.хР ; 

р—О 


х  —  С08  (г0  —  Ш/л  +  I /  1  —  /л2  \ / 1  —  ш 2.  С08  ( ф 
подставивъ  это  выраженіе  вщ  значеніе  (/*,  получимъ : 

р—п 

<У’°=  2  А  (Сов  (<р  ~р ))Р 

Р=о  р(тІА) 


р) 


(IX) 
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допуская,  что  при  разсматриваемой  подстановкѣ  Лр  перешло 
въ 

Всякая  степень  косинуса  можетъ  быть  выражена  посредствомъ 
косинусовъ  кратныхъ  дугъ;  при  п  четномъ: 

\ ^  ^  і  \  о 

2  Сов  х  )  =2  \$№(пх)  +  Мо$(п-2)х-\ - ^--ЧЗо8('^~4)а;+.« 


п 

п.(п —  1)...~ 

Н - 1-Со8  (2х) 

1-2-3 ...  1 


п.(п — 1)..  п  2 


п 

1.2.3. " 

2 


при  п  нечетномъ: 


2  Со8  х  )  =2 


п(п~ 1)... 


п+з 


Со  жх  +  пСо$(п-'2)х  + .. 


1.2... 


п — / 


■С08іГ 


При  помощи  этихъ  формулъ  предъидущее  выраженіе  для 
приметъ  видъ: 

(п)  (п)  (п)  ( п ) 

() :==-  х0  +  Хг  Со8  (ф  — р)~\-Х 2  Со8  (2)  (ф — р)  +  . . . 

(п) 

+  Хп  С 08  (п  (ф — р) ). 

Подставивъ  полученное  значеніе  (/п)  въ  уравненіе  (VIII), 
найдемъ  рядъ,  общій  членъ  котораго  выразится  формулою: 

(п) 

(п) 

’У*  —  Р*  X  + 


ч 

кА 


д[і 


2  (п)  Сп), 

п(п  +  1)  Х?  |Со 8($(ф—р); 


но,  чтобы  уравненіе  (ѴПІ)  могло  быть  удовлетворено,  необхо¬ 
димо 


(п)  (п)  (п) 

,  .  р 2  X  ~Ь  п(и  ~Ь  1)  0.  (Х^ 


Ч' 


ду, 

(п) 


Функція  X  представляетъ  простую  шаровую  функцію  п-го 


9 
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(п) 

порядка  и  %  -  го  класса.  Относительно  X  покажемъ  перво- 
начально ,  что  оно  всегда  можетъ  быть  выражено  при  ио- 

(п) 

мощи  X  . 

о 

Дѣйствительно  п\  на  основаніи  формулы  (IX),  можно 
представить  въ  общемъ  видѣ: 

(з=П  _ 

<Р=  2  (VI— Со в?(ф—р)~,  (XI) 

()—П  ^ 

гдѣ  ос  нѣкоторая  цѣлая  функція  отъ  //,  ш,  V  1  —  ш\ 

Но  извѣстно,  что 

Р  і  ( 

Сон  (ф —р)—  ■угг  Со8  ( 0( $  —р) +?Сов(е—2)(Ф -р) 


+  С  08  (%  —  4)(ф — р)  +  . . .  •; 

подставимъ  это  выраженіе  въ  правую  ча*сть  послѣдняго  выра¬ 
женія  для  0^п\  сравнимъ  его  съ  выраженіемъ  для  въ 

функціяхъ  X,  увидимъ,  что  коеффиціентъ  при  Со8  (%(ф — р)), 
С п ) 

т.  е.  X  составляется  только  изъ  членовъ  выраженія  (XI), 
разложеннаго  въ  рядъ  вида: 


_ ?  ?  _ $-г2  %-\-2 

ос  V  1 — р1  С'08(ф — р)\  ос  Ѵі — Р*  Со8 (ф — р)  , 

_ ?+2д  ?  + 

СС  I /і-ц'1  С  08  (<р—р)‘ 


Отсюда  заключаемъ,  что 


і-р)  ^ 


?  (п) 


(XIV) 


г  (п) 

гдѣ  X  представляетъ  раціональную  функцію  р  и  притомъ 


(п) 

(п — %)  порядка  относительно  /и.  Дѣйствительно,  X  можетъ 

? 


содержать  только  и  въ  п- ой  степени,  а  |/  1  —  //  даетъ  при 

?  (п) 

возвышеніи  члены,  заключающіе  ^  ,  почему  въ  X  недолж- 

? 

п+ 

но  быть  степеней  выше  \л 

С п ) 

Подставимъ  значеніе  X  въ  формулу  (X)  получимъ: 

? 

/  Ыр  (  ...  ) 

^  1-(л  + 1 п(п  + +Ѵ I  Х(>=0.(Х11) 

Полученное  уравненіе  удовлетворяется  цѣлою  функціею  отъ 


/л  для  X  ,  напримѣръ  X  вида: 

?  ?  . .  о 

(10  Д-  йл\л  “Ь  (І2І*  “Ь  '•••  $  [Л  - X  , 


а 


и  высшая  степень  /л  въ  выраженіи  (XII)  должна  быть  по- 

■Ѵа.  *  <ѵ)  Чѵ) 


этому,  послѣ  подстановки  значенія  X  -  получимъ  уравненіе  ви- 


да: 


.и  Ум 


Г^ЧѴ) 


$  $-1  Ч  $-2 

'А  и  +  А  +  и  +  А  и  +  . .  .  +  Н, ,,  +  А0  —  О. 

}  $-1  $-2  ^ 

Приравниваемъ  коеффиціенты  нулю,  получимъ  И  +  1  уравне¬ 
ній,  помощію  которыхъ  А  можетъ  быть  вполнѣ  опредѣлено, 

за  исключеніемъ  общаго  множителя  у  всѣхъ  коеффиціентовъ,  не 

входящаго  въ  уравненія  (X)  и  (XII). 

Слѣдовательно  будемъ  имѣть: 

^  =2  А , 

?  ?(Р) 

гдѣ  зависитъ  отъ  /л,  Д  отъ  т. 

Возвратимся  снова  къ  уравненію  (X)  и  нодсташшъ  въ  не- 

9* 
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п  (п)  С п )  (п)  (п) 

го  вмѣсто  X  выраженіе  X  ,  гдѣ  X  =С0  Х0  ,  т.  е.  от- 
? 

личается  множителемъ  независящимъ  отъ  /л,  найдемъ: 

\д2Х(п1  _  дХ(п1  п 


1-р 


2\л- 


+  п(п  +  1)  X  ~0. 


)  д/л1  г  д/л 

Продифференцируемъ  послѣднее  уравненіе  ^  разъ  относи¬ 
тельно  //; 

ѵдзхИ  ^х(я)  /  .  .  \эх'1 

— 2 . 


д/і? 

1—  Р 


д/л‘ 


/  х  ч  \<ЭХ'1 
+(^  п(п  +  1)  —2  =0 , 


<)4ХМ  ч  д»ХИ 

-(2  +  1)2іл-—г  + 


д/л 4  ‘  /'~І  д/лъ 

,  ,  У2хИ 

п(п  +  1)— 2(1+2))—  =  0, 


дХ" 


К 


(3  + 1)  2/лгт—  + 


наконецъ, 


д/лъ  ѵ~  ‘  д/лА 

/  ч  у*Х 

(  п  Гл  +  1) -3  (3  + 1))—  =0 , 


0\дР+*Хѣ  у  дР  +  Хп 


дРХ11 

п(п  +  1)  —  (>((>  +  1)  ]-—-=0. 


д/лР 


(ХІП) 


Изъ  положенія 


(п)  - 

х  =  у  1~іл2  .  ^ 


?(п) 


?  '  '  ? 
гдѣ  2$  цѣлая  раціональная  функція  р  и  притомъ  (п — -(>)  сте¬ 
пени  слѣдуетъ,  что  Х^п\  а  потому  Хп  представляетъ  цѣлую 
раціональную  функцію  [л  порядка  п. 

Допустимъ,  что  высшая  степень  (л  въ  выраженіи Х^11^ имѣетъ 

коеффиціентъ  равный  единицѣ ;  въ  этомъ  случаѣ 


дРХ( п з 


д/л^ 


должна 


быть  цѣлою  раціональною  функціею  \л  порядка  (п—$ ),  т.  е. 
порядка  одинаковаго  съ  2$. 
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Сравнивая  между  собою  уравненія  (XII)  и  (XIII),  увидимъ, 

что  и  могутъ  отличаться  между  собою  только  мно- 

д [л? 

жителями,  независящими  отъ  (л ,  т.  е. 

дРХ( 

2'=°<  -^Г , 

слѣдовательно,  изъ  уравненія  (XIV),  получивъ: 

(п)  Сп) _ ^рдрХ'1 

Ч  ’  _ _ 


д у} 


(XV) 


выраженіе,  обусловливающее  зависимость  между  Х^п  и  Х^71Л 

При  помощи  предъидущей  формулы  выраженіе  приметъ 
видъ: 


4=с,Ч+с!'ѵ~ 


д/х 


’Со  &(ф—р) 


СпХ 
+  С2 


V  / - /X1 


ч  2х(п) 


д/х2 


Сов  (2(ф — р)) 


■  (п) 
+С 

п 


VI 


,пдпХ 


( п) 


Л  п 
О/Х 


С  08  (п(ф — р)). 


Значеніе  симметрично  относительно  \л  и  ш,  потому,  замѣ¬ 
нивъ  \л  на  т,  т  на  //,  значеніе  (/ п ^  не  измѣнится;  сверхъ 
того,  въ  предъидущемъ  разложеніи  всѣ  С  зависѣли  отъ  ш,  по¬ 
тому  когда  мы  замѣнимъ  т  на  //,  то  С  должны  зависѣть,  въ 
новомъ  разложеніи,  отъ  р;  коеффиціенты  при  одинаковыхъ  ко¬ 
синусахъ  должны  быть  равны  въ  обоихъ  разложеніяхъ,  слѣдо¬ 
вательно 


С  п) 

6> 


_ _ %  9хСп^ 

V  1—т 2  ?(т) 

дт? 


Сп) 

Ст 


=  ТІ/*-. 


!Х 


?д?ХСП) 

2 

др? 
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гдѣ  указатели  при  С  и  X  буквы  //  и  т  означаютъ,  отъ  ка¬ 
кихъ  величинъ  они  зависятъ. 

Очевидно,  послѣднее  выраженіе  можно  представить  произве¬ 
деніемъ: 

Ф  (т)  ф  (ц)  щ  ф,  (т)  ф,  (\х) 


откуда  слѣдуетъ,  что 

ф  (т)  —  А  фі  (т), 

гдѣ  А  нѣкоторый  числовой  коеффидіентъ, 
потому 


(п)  С п ) 

Ст  —А 


$  0  п 

,  / — д?х  /  , 

[/ 1— т1  р(т)  . 

дпА* 

п 


п 


Подставляемъ  найденныя  значенія  С  въ  выраженіи  ()  ,  при¬ 
нимая  во  вниманіе  формулу  (XV);  придемъ  къ  выраженію  вида: 


(п)  (п)  ,'ѣ)  ( п)  (И)  - .  -  .„("■)  д\(п) 

0=Ао  X  X  А- А,  V  1—ѵ-Ѵ  і ■  *  С 08(ф-р)  + . . 
"1  И-  ()  т  дѣ 

(XVI) 

(ги 


+  А 


(п)  п  пл (п)  ,пЛг 

I  /  \  /  \  о'1  X  дпХ 

п  (  V  I—/1  )  (  V  /— т2  )  С"0  [I  008(п(ф—ір). 

'  \  /  —  "  п 


дт(п)  др 


Полученное  уравненіе  даетъ  намъ  право  заключить,  что  во¬ 
просъ  объ  опредѣленіи  ()п  сводится  на  опредѣленіе  функцій 
Х^п)  и  чиселъ  А 

е 

§  7.  Опредѣленіе  X1 'Ч 


Функція  X №  представляетъ  интегралъ  уравненія: 

,  (  ^  ^  (XVII) 
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сверхъ  того  извѣстно,  что  она  цѣлая  раціональная  функція  от¬ 
носительно  //  степени  п,  напримѣръ: 

Х0п=а0  +аіГл  +  +  ...ап(лп,  (XVIII) 

или,  переходя  къ  Хп ,  т.  е.  освободивши  (л11  отъ  коеффиціента, 
найдемъ: 

Х,1^^С10 1  -\-ах  1  /л  4 ...  4 /л11. 

Изъ  уравненія  (XVIII)  получимъ: 

дХ»п 

^  ■  —  а 4  2а^  4  •  •  •  пап[Ап 


д^2 


■2а  2  +  2. 3 .  а  ъ\л  4  3 . 4 .  аА/л '  4 . . . .  4  п(п — 1  )ап(л 


п-2 


Подставимъ  эти  выраженія  въ  дифференціальное  уравненіе 
(XVII)  и  отберемъ  члены  при  различныхъ  степеняхъ  /л,  най¬ 
демъ: 

(лп{ап(п(п  + 1) — 2п — п(п  ~1)}  + 

(/п~  ^{ап./(п(п  +  1) — 2(п-~1)~  (п  —  і)  (п — 2)}  + 
!ліг-2\ап_2,(п(п+ 1 )~2(п~2))+п(п--і )аГІ-—(п--2)  (п—з)а,г_2)  + 


Н 


а  ( п(п  +  1 )  **  $($  +  !))+($  + 1)  ($+2)а§-2 


4- 

I  •  •  •  • 


При  помощи  общаго  члена  можно  опредѣлить  различныя  а. 
Предварительно  замѣтимъ,  что  ап+/=0 ,  ап+2=0,....,  пото¬ 
му  что  въ  Хп  нс  входитъ  ни  (п  +  1),  ни  (п+2)г*.,.  степеней. 
Полагаемъ  $=п,  получимъ: 

ап  (п( п  +  1)—п(п  + 1))=  О; 

потому  ап  остается  неопредѣленнымъ. 

Полагаемъ  %=(п^1); 

ап-і( п(п  +  ^ — (п — 1)п)= О , 
слѣдовательно  ап .  /=(9. 

Далѣе,  полагая  послѣдовательно:  %—п—  2^—п — Зг...  бу¬ 
демъ  имѣть: 
при  %=(п — 2), 


—  136  — 

ап-Я(п(п  +  1) — (п—2)(п — 1)  )  +  (п  —  1)п.а„=0, 


откуда. 


п(п — і)ап 

ап-2  2^ѣ — ^  > 


при  (>=П — 5, 

ап  _3{п( п  +  1)—( п —  3)0 п — 2)\ +ап_і( п—2)(\ п— 1)=0 , 

^п-з=°;— 

при  $=п — 4, 

ап„4{п(п  +  1)—(п — 4)  (п — 3)}+ап-2(п — 3)  (п — 2)=0 

п(п — / )(п — 2)(п — з) 


ап-4 — 


а. 


2(2П — / ).  4( 2П — 3)  *  п 
подобнымъ  же  путемъ  получимъ  а~0,  а=0,. , 

п-5  /г-7 

_  п(п — і)...(п—2д — 1) 

ап-Ц  24  2д(2п — — 3)...(2П — 2д-\-і). 
Допустимъ  ап—1 ,  найдемъ: 

(п)  п  п(п — / )  П-2  п(п — і(п — 2)(п — з)  п~4 

44—^  [л  -}~  .  \л  Н— . .  ■ « 


2{2П — / ) 


2,4. (2П — 1)(2П — З) 


/  п(п—і)...(п—2д+і)  ПшЦ 

“|- С —  Л  )  .  ,.а.  .  —  і/ 

2.4,  2д(2П—1  )(2П-—3).(2П — 2д+І )  Г 

въ  послѣднемъ  выраженіи  должно  различать  два  случая: 
при  п  четномъ  послѣдній  членъ  не  долженъ  заключать  //,  по 
этому  онъ  приметъ  видъ: 

п 

2 

(—і)  •  п(п—і)...2.1. 


2.4. ...п( 2П — і)(2П — 3)...(П-\~1)  * 

При  п  нечетномъ  //  войдетъ  въ  послѣдній  членъ  въ  пер 
вой  степени;  его  выраженіе 

п — / 


2 


( — /  П.(П — / ).,.2.  і . 


2.4., ..(п — I )  ( 2П —  I )( 2П — 3)..,(п+2) 


—  137  — 

Слѣдовательно,  при  п  четномъ  содержитъ  только  четныя 

степени  //,  а,  при  п  нечетномъ — нечетныя. 

И  такъ,  при  п  четномъ: 


(п)  п  п-Я  Я 


а  при  п  нечетномъ 

( п )  п  п-Я  3 

X—  //  +  +  •••  +0$/^  +  Я |  //. — 

Для  окончанія  изслѣдованія  нашего  вопроса  остается  раз¬ 
смотрѣть  опредѣленіе  А. 

§  8.  Опредѣленіе,  А.  Выраженія,  найденныя  для  Хп,  пока¬ 
зываютъ,  что  при  четномъ  п  и  нечетномъ 


дРХ 


Сп) 


др 


при  нечетномъ  п  и  четномъ 


=0; 


дРХ 


д// 


—0. 


Слѣдовательно,  если  назовемъ,  при  четномъ  п ,  чрезъ 
функцію  О'1,  донуская  въ  ней  /л=0  и  т=0,  то  будемъ  имѣть: 


<п)  (п) 

(?о — А  о 


X 


(п) 


+  А, 


Сп)  /  д*Х(п\& 


а— О 
т-0 


Оо8<2(ф — р^) 


п 


+  Ап/дПХ  \Со 8п(<р- 


/ дпХ  \ 

ЧѴ1  / 


V) 


(XX) 


а — О 
тиО 


Ври  нечетномъ  п ,  получимъ: 
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СЮ  СЮ/дХ(п)\*  ,  ч  ,  (п)/<ѴХ(п\\_ 

С—  )Ъ*(Ф-Ѵ)+- А  (— )0о*3(ф-9)  +  ... 


т~0 


С'О/^ХИу 

Л.  ( - Г"  )  Со8  П(ф—у).п. 


(XXI) 


4  д 


А 


Для  опредѣленія  А  нужно  непосредственно  разложить  (/" ;і ^ 
и  за-тѣмъ  сравнивать  полученный  такимъ  путемъ  рядъ  съ  вы¬ 
раженіями  (XX)  и  (XXI). 

Мы  имѣли  формулу: 

/  /  г  уг 

.  —  ЕОп(  ~  1  , 

Г  /г\2  4  Чр 

1 — 2— Со8^-|“(  ~ 


\р  У 


Полагая  т=0 , 


Соз ( г%)=т(л  +  V  1—р2.  V 1— т2Оов(ф— р=Со8^— у) 

замѣнивъ,  но  предъидущему,  -  чрезъ  х,  и  замѣчая,  что 

Р 

ЯФ—ѵ)  —ХФ—ѵ) 

2 Со8 (Ф — р^^^б  +е  , 

будемъ  имѣть: 

( со,  «,-,)+* )  =А(  ,_,/*-*<  уХгИ^у1, 

Назовемъ,  для  краткости,  ](ф — р)—1,  найдемъ: 


( 


/  — хе 


І(Ф—Р)  \—  V,  3  -  ,  ,  5 

=  1  +~хе‘‘+-хЧ‘‘  +  —  жѴ?  +  ... 

2  2.4  2.4 .6 


■хе 


1 .3,5...(2П — і) 
2  4.6. ...2П 

1.3 


хпеп(1 


_Ѵ2 

^=1  +  ~  хе "  ?  +  —  х2е~2(і  + 

2  2.4 


1.3.5 
2.4  5 


X 


3е~3ч  +  .... 


+ 


1^3.5  (2П  0..п.-пд 


'X  е 


2.4.  ..гп 
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Коеффиціентъ  при  хп  въ  произведеніи  этихъ  двухъ  рядовъ, 
т.  е.  выраженіе  ()п,  составляется  изъ  суммы  произведеній  коэф¬ 
фиціентовъ  равно  отстоящихъ  отъ  противуположныхъ  концовъ 
обоихъ  рядовъ. 

Назовемъ  общій  коеффиціентъ  перваго  ряда  чрезъ  ат  втора- 
го  чрезъ  Ъп;  въ  этомъ  случаѣ  (/ п ^  выразится  формулою:- 


(п)  щ  (■п-ИУі'-щ 

()  =  анЬ0е4-  ап-іЪ,е  .  +  ап.гЪ2е  + 


+  $2 Ъп-2е  “Ь  аіЪп.^е  +  и0Ьпе  ч 


гдѣ 


а % 


1.3. ...(2р — і)  ^ 


2.4...2р 


На  основаніи  предъидущаго,  члены,  содержащіе 

Щ  К  -  ?  и  Ъ§  ап 

соединятся  по  два;  замѣнивъ  же  экспортныя  величины  триго¬ 
нометрическими,  получимъ: 

а0  ап  2  Соз  п  ( ф—р)  +  20о8(п  —  2)  (ф—р)  +  ... 

+  ар  ап-?  2  С°3  (ѣ—20  (Ф—р)  + 


или,  подставляя  значенія  а ,  найдемъ: 


/.  3.5. .  .(2П-1 ) 
2.4.  2П 


•^ѵ.Соз  п(ф-р)  “Ь 


1.3.5.»  ( 2  VI—  3 ) 
2.4.6  2П-2 


2Соз(п-2)(ф-р) 


+  Г,.  + 


1 .3.5...  (2р—  і) 
2.4 .  . .  2р 


/.3  5...(2П-2р-і) 
2.  4.  ,.(2П — 2р) 


.  2  С08  ( п-2% )  (ф-р) 


Бъ  предъидущихъ  выраженіяхъ  должно  опредѣлить  видъ  по¬ 
слѣдняго  члена  и  расположить  рядъ  по  косинусамъ  возрастаю¬ 
щихъ  кратныхъ  дугъ;  при  этомъ  должно  различать  два  случая, 
число  п  четное  и  число  п  нечетное. 

При  п  четномъ  рядъ  прерывается  членомъ,  въ  которомъ 
ч~2%  =  0;  въ  этомъ  случаѣ  Со §(п — 2^)-=1.  Коеффиціентъ 

•г 

У  Щ 
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этого  члена  нолучаетея  изъ  произведенія  коеффиціентовъ  при 


П 


П 


е  и  е  и  потому  не  долженъ  содержать  множителя  2  передъ 
косинусомъ;  онъ  приметъ  видъ: 

/.  3.5....(п-і)  1 .3.5...  (2П~П-1 )  ( I .  3,...(п-і)\* 


2.4 ...  П 


2.4.  6:.(2П-п/ 


2,4....  П 
п 


—  первому  члену. 


,  /«г 

Слѣдующій  членъ,  въ  которомъ  —  1,  выразится  фор- 


мулою: 


2Сов2(ф  —р) 


,.3,5....  ( 2^-, )  - / ))  1  .3.5..( 2П~  2  е-'Н 

—  I  .  — — «  -  - 

2.  4.  6.  ...2  -/  ^  2.4.  ,,(2П — 2 


1.3.5...  (  л-  / ) 

2  п 

2.4 _  П 

—  \г 

• 

1 

• 

+ 

Іо 

=  ,2  С 08  [2(ф—р) ] 

Коеффиціентъ  третьяго  члена: 

1.3.5.  .(п-1  )\ 2  П — 2  П 


2  Со8  [4:  (ф-р)] 


2.  4....  П 


второму  члену. 


(п+і)  (п+з) 


П — 3  П-1  (П-\~ 2 )  (п-\-4 )  * 


Далѣе  законъ  составленія  коеффиціентовъ  очевиденъ:  общій 

п 

членъ  получимъ,  полагая  %  =—  —  % : 

/п  \  1  •3...(2(~рЛ-1 )  1.  3....(2П-2(~-р'\ -1) 

2(Ь*М--А(ф-р)) - — , 

4  '  2.4 (п — 2р')  2.4,...  (2П-2І--рЛ 

ИЛИ 

1.3.. . .(п — 2р'-і)  1.3.5..,.  (п-\-2р' — / ) 

2.4....  (п — 2р')  *  2  4.6....  (п-\-2р) 

1.3.. ..  (п — /Л2  (п— 2р+2)  (п — 2р'-{-4)  .  .  . 

2.4....П  )  (п — 2р-\-1 )  ( п-2р>-\-  3)( П—1 ) 

•  •  •  ( П- 1-  1 )  ( З)  . .  ( П-\~  2р —  / ) 

( П-\-2 )  (п-\-  4 )  .  .  ( П-\~2р  ) 

тт  •  П — 1 

При  п  нечетномъ  послѣдній  членъ  получится,  когда  $=  — — 
и  слѣдовательно  онъ  содержитъ  Соз  (ф-р);  общій  членъ  ряда 


/2  С 08  2(*  (ф—р). 
=  2(І№2$  (ф — р) 
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найдемъ,  если  въ  коеффиціентъ,  при  Соз  (п~~2(>)  (ф — р)  вмѣ- 

п — / 

сто  %  подставимъ  — — —  ^ .  Будемъ  имѣть: 


2 


2  Соз  (2р  1)  (ф — р). 


1 .3.5..(2(*^— 1 .3.5..{2п-2(^~-р^-1 ) 

2.4...  (п —  / — 2р')  2.4 ...  (2П-2^^~-рУ^ 

=2  С08  (2<>  +  і)(ф-р{!±&2> 

1'\2Л..(п-і) )  (п  -2р'+2)  (п-2р'+4)...(п~2) 
п  ( П-\-2 )  .  .  .  ( П-{-2р') 

( ( /1-|-  З) ...( П-(- 2р* -}-  / ) 

послѣдній  членъ  полупимъ,  если  ^  =  0  и  онъ  приметъ  видъ: 

2Сов(ф— р)[ - } - / 

2.4....  (п—і) 

Изъ  формулъ  ( XX )  и  ( XXI )  для  ()0  легко  видѣть ,  что  каждая 
изъ  нихъ  даетъ  только  половину  всѣхъ  А ,  при  п  четномъ  получа¬ 
ются  А  съ  четными  указателями,  при  п  нечетномъ  съ  нечет¬ 
ными.  Для  опредѣленія  остальныхъ  И  продифференцируемъ  общее 
выраженіе  т.  е.  формулу  (XVI),  по  ^  и  ш  и  потомъ 

приравняемъ  (л  и  ш  нулю.  Въ  настоящемъ  случаѣ,  очевидно, 
при  п  четномъ  въ  результатъ  дифференцированія  войдутъ  всѣ  А 
нечетныя,  и  на-оборотъ. 

При  четномъ  п  будемъ  имѣть: 

^  =  А/^)'см№-р)+А,{^)'стт-е)  + 

р — о 

т- — О  тп^О 

(П)  /дпХ'п\'і 

+  Лп .  і  (  -ТТ-  )  Соз  (п—1)(ф—р); 

при  п  нечетномъ: 

дЮп  .  4 

V  ^  )  +  2  V  дц*  У 

р—О 
гп — О 


др.дт  *^° 


др, 

(п)/  дъХп  4 


-  )  Соз 2(ф—р)  +  ..  + 


(п)  /  дпХп  \ 
+  Ап-1\~д^  ) 


С08  (п  —  1)  (ф  — р). 
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Предъидущія  уравненія  даютъ  возможность  опредѣлить  тѣ  А , 
которыя  не  входятъ  въ  уравненія  (XX)  и  (XXI);  съ  этой 

д*0 

цѣлью  снова  найдемъ  непосредственно  г — — .  Имѣемъ: 

ди,, от 


д 2 


-Ѵч 


~3А 


д^.дт  \  Соз (г?)+  (-)  ), 

такъ-какъ  Соз  (%г)  при  (л=0  и  т=0  равенъ  единицѣ,  8іп  ($г) 
въ  тѣхъ-же  условіяхъ  равенъ  нулю. 

Преобразованіе  совершаемъ  по  предъидущему,  получимъ: 


г 

1  —  -е 
Р 


ІІФ—РХ  ~3/2 


^  Г  №  ^'0  Г,1-) 


и-  / 


д^.дт  /  \  р 
р—О 


Назовемъ  для  краткости  /  (<р — р)  чрезъ  -  чрезъ  х,  бу - 

Р 


демъ  имѣть: 


-У‘2 


(і  —  хеУ)  =  1  +  V  зже?  +  —  #2е: 

^  '  5.4 

3.5.7 ...( ярА~  /  ^ 


2*-ь— ®ѵ»  +  ... 

5.4  5.4.6 


+ 


5. 4.6.  * .  Яр 


■хРеР9  . . 


-3/2 


+ 


3 . 5 
Я,.  4 

3.5.7.  (Яр+і) 


3.  5.7 


уі — хетЧ^  =  і  +  3//2^е"^  4-  — :  +——хъе~ 3?  + . . 


5  .4.6 


'х?е~№ +. 


Ѵ'-о 


5.  4.6.  .Яр 

Еоеффиціентъ  при  а/  въ  произведеніи  двухъ  предыдущихъ 
рядовъ  приметъ  видъ: 

^  ^  \  .  V.  N14  I  V  4  ѵ...'  I  |  «X.  «  -  # 

3. 5.7  ....(Яр-\- 1 )  _  ,  Л  3.5...(Яр—і) 

*  соз  ?  „-г44ги-  с°8  О- ^г<р-р; 


Я. 4.  ...Яр  ъ'г  ^  Я' Я.4...(Яр-Я) 

3.5..(Яр'+ 1)  3.5у.(Яр-2р’+1) 

Я.  4...  Яр' 

д2Ооп 


+  •  •  •  + 


,.4...^-^-'гСо8Г?'^я<р~і,л 


Для  опредѣленія 


^  ^  должно  составить  коеффиціентъ  при 
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хп~ замѣняя  въ  выраженіи  коеффиціента  при  х?  величину  ^ 
чрезъ  (п — 1 );  получимъ: 

3.5.1  3.3.5.  ..(т-з)  „  . 

■.20о8(п-1)(<р-р)+.-~  —  /г.20ов(п-3)(ф-р) 


2  4...,2(п-і) 


’2  2.4...2(п-2)‘ 


+  ...+ 


3.5....(2р'-\-  1 )  3.5....(2П — 2р* — 1) 


.2  Сов  ( п-2%-1 )  ( ф-р) 


2.4....  Яр*  *  2.4. ..,2(п — р* — 1) 

При  п  четномъ  рядъ  этотъ  прерывается,  когда  п~~2р>=2, 
въ  предпослѣднемъ  членѣ  должно  быть  п  —  2<>  —  4 ,  въ  ^-жъ 
членѣ,  п—2' <?=2д;  слѣдовательно,  общій  членъ  разложенія,  при 


п 


п  четномъ,  найдется,  когда  вмѣсто  $  подставимъ  — -ср. 

2 


3.5....(п — Щ+і)  3.5 ■ ...  (п-\-ц —  і) 


.  2.  0>оъ(2ц — 1)  (ф-р) 


2.4....  (П — 2ц)  2.4... .(П — 2$ — 2) 

Для  полученія  ряда  по  косинусамъ,  возрастающихъ  кратныхъ 
дугъ,  должно  вмѣсто  ц  подставить  1 ,  2 у  5, . . .  Если  сдѣлаемъ 
#=г  +  -2,  то  общій  членъ  приметъ  видъ: 

3.5  ..(п — 2Г — I)  3.5..5/П+2Г+І)  Л 

- — - \  .  - !■  ^  ~-±.2.Соа(2г  +  1)(ф—р); 

2.4. . ..( П — 2Г — 2)  2.4...(п-{-2г) 

к  л  (,  ,  гі V  ■  і  \  ■  _>  !  \  * )  \ •  •  і 

первый  членъ  получится  когда  г— 0.  Изъ  предъидущаго  вы¬ 
раженія  имѣемъ: 

3.5...(и-і )  \  (п~ 2р) (п-2Г+  2)...(п-2)  .(п-\-  / )  (п+з)...(п-\-2Г-\- 1 ) 

2.4.. .(п-2) )  (П-2Г+  1 ) (П-2Г+  З) .  (п- 1 )  ,п{п+2) (п-{-4) (п+  Я?)' 


2  Сов  (2г  +  1)  (ф—р). 


При  п  нечетномъ  рядъ  для  - — —  прервется  ,  когда 

п  —  — 1  =  0,  почему  первый  членъ  разложенія  по  возра¬ 

стающимъ  кратнымъ  дугамъ  долженъ  имѣть  коеффиціентъ: 


з.  5. ...  п 


/ .  3.  5.  .  .  П 


3.  5....  П 

2.4....  (п — )  '  2.4...(п-і)  \2.4*..фп-і) )  ' 


п-і 


Общій  членъ  получится,  когда  вмѣсто  е>  подставимъ  —  ’ 

2  ^ 

найдемъ : 


А 
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з.5...(п — ц)  3.5 — (п-\-ц) 


.  2  Со  $2с[((р — р)  = 


2.  4...(п-щ-1 )  *  2.4....(п-1г2Ц — і) 

3.  5.  7 . .  .и  \ 2  (п — 2д-\-/)  (п — Щ-\-з)  — (п  —  і) 
3.4. ..(п-1 ) )  *  (п — Щ-\-2)  (п — Ц-\-4) _ П 

(п-\-2)  ( П-\-4)  . .  ,(п-\-2у) 


.  у множ, 


•  (п+,)(п+3)...(п+!1Ч—  )('2^2ц(<Р  !>]■ 


г  )  &</п4 

Выраженія  ()0{ [гѵ  и  --  —  совершенно  достаточны  для  опре¬ 
дѣленія  всѣхъ  А ,  если  взять  ихъ  при  четномъ  и  нечетномъ  п. 

Мы  имѣли  общее  выраженіе  для  и  выраженіе  его,  най¬ 

денное  при  непосредственномъ  опредѣленіи;  при  п  четномъ: 

с  п)\  ч 

0<п)=к(п)(Хйп)'+А(п>[-~)  Сов 2(ф-р)+.... 


д'гХ„СпА* 


Соз  п(ф-р) 


+ См  ~г-  <'ф'р' + ■  ^ 


1)(п+2) 

(п-2р-{-2)  (п~2р-\-4)..  П  (п-\-  / ) (п-\-  З) (п+2р-1 ) 


(п^2р+і)(п-2р+3)..(п-і)  *  (п+2)(п-\-4)(п-\-2р) 

При  п  нечетномъ 


Соз  2$(ф-р)+.. 


дХ 


\  д/л 


і  ^/дъX  п\ 2 

Соз ( ф-р)+л/п)(^—^  С08 ( 3 (<?—р)) +.. 


+  4 


2Р+ 1 


С п ) 


д/л^Р + - 


Соз  (2$+1)(ф—р) 


(?0п=2 


+ А 

/ .  3. 5...П-2 


дпХ{ 


С  08  п(ар — р) 


(п)( 

п  \  д/лп 

|  С08^Ф — р)  +  ....+ 


2.4... (п-і) 

(п — 2р+1)  (п — 2р+3)...(п — і) 


( П — 2р+2)  .  .  .  (п — 2) 


п(п-\-2) 
(п+  0  (п+з) 


ЙЁІр  Со8  (3?' +1)(ѵ-ѵ)  +  -\ 
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Опредѣлимъ  Х0п  и  его  производныя  при  ш=іл-=0. 
Допуская  п  четнымъ: 

п 

п ) _ ( _ ®  п(п  і)...2.І 

2.4. (п  —  і)  П  (2П~^і)(2П — 3..  .(П+  I ) 

Щ 

+  {—1)  .  п(п — і).-'(2р+і)  [А2?  + _ 

2.4.  (п—2р.)  (2П—/)(2П — 3)...(п+2р+і)’ 
при  п  нечетномъ: 

п — / 

2 

Х(п) =(-■-  1)  .  п(п—і).  ..2.1.  (Л  ,(.  + - 

2.4...(п—/).(т — і)(іп — з)..  (п-\-г) 

Сѵ--) 

+  ( ~  1)  п.  (п — /  )  .  .  .  .  (2р-\-2 )  }Л2Р  +  І  +  .  .  .  . 

2.4...(п+2р — і).(гп — /)(2П — 3)(п+2р+2) 

Слѣдовательно,  при  четномъ  п,  будемъ  имѣть: 


П 


ха(п)—(~1) е—  —  ’2' 1 ' 


<т'Х„” 

2.4...П  (2п  —  і).(2П — З)  . .  >(п-\-  / )  9  др.Ц  +  1 

д^9ХУ^__  ^  п(п—і2 ....(2р  +  /)  . 

*  2Л...(п-2р)(2П- і)(2П-3)...(п-\-2р-\-  і) 

При  нечетномъ  п: 

х/п)  - 


О, 


д^-их(п) 


-о 
п—1 


О  .  -——  —  О 


(-1) 


2 


д^Р 

-р  п  (п—  і)...(2р+2) 


д/к,2р+/  у  '  .  2.4...(п-2р-1 )  (2П-1 )  (2П~3)  ....(п-\-2р-2) 

Если  къ  предъидущимъ  выраженіямъ  присоединимъ  ряды  для 
&О.Г 


д^.дт 


въ  А  и  X  и  ихъ  формулы,  опредѣленныя  непосредствен¬ 


нымъ  разложеніемъ,  то,  будетъ  ли  п  четное  или  нечетное,  чи¬ 
сло  уравненій  для  нахожденія  всѣхъ  А  всегда  будетъ  доста¬ 
точно.  Дѣйствительно,  при  четномъ  п  имѣли : 


10 
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*0&-  +АрСп)(^И1 

дц.дт - \ 

дг0}  п) / 3.5...(п —  /К2  (п — 2р)  (п-  2р~\~2)..(п — 2) 

1.4...П — 2  )  (п — 2р-\-і)(п — 2р-\-3...(п—  і) 


і>у 


дтд/л 


2. 


(П+!)  (п-\-3)..  (п  +  2р+1) 


.  2  Сой  (2(*  1)  (ф — р) 


П,(п-\-2)  ..(п-\-2р) 

При  нечетномъ  п: 

д2о(п)  г  , 

•  •  •  •  +  'АдІ П){  )  С08  2%  (ф—р)  +  •  •  • 


д20Р 

д/лдт 


д/лдт 

—  4- 

1  •  •  •  •  ] 


д/л2ч+‘ 

3,5.  ..П  \2(п — 2р-\~і)(п—2р+3)...(п — 1) 

\2.  4 . . .  ( п—~  1 ) )  ( п—2р-\~  2)  ( и  — 2р-\-4). .  .и 


{  О 

V' 


( П-\-2)  ( П-^-4). . .( П-\-2р) 


.  2  008  2(>  (ф—р) 


(п  +  і)  (п+3)...(п-\-2р — і) 

Сравненіе  предъидущихъ  рядовъ  даетъ  одинаковыя  значенія 

для  А(п\  при  нечетномъ  и  четномъ  п. 

і .  2  . . . .  п 


А0м(Х0Спр—А0м 


2.  4 .  П.(2П — / )(2П — з)...(п-{- 1)/ 
/.  3.  5 ...(п~~і) 


О 


отсюда : 


л?  (  , 


2.  4  ...  П 

I  (п) _ (, / *  3‘  ^  ’"(2П  і) 

\  і .  2.  3  ...  П 

Л  П  —  ~  А  (п) 

1  (п(п-і)Р  0  ’ 


2 


(п / ).  п(п+  1 )  (п+2) 


А  п 


А  ( п)  —  _ - _  4  п 

?  (п — р+0(п — р+я)-(п— 1  )п(п+  О  (п+р)  0 

Возвратимся  къ  выраженію  фг,  подставимъ  въ  него  полу¬ 
ченныя  значенія,  найдемъ: 

//.  3.  5..  .2П— /V  /  ^  1  /-  ^ 

О"  -  2[ - )  -  Хт(  п)хр) 

Ѵ  ‘  \  / .  2.  З...П  /  2  Н- 


,  Ѵі-т*.Ѵі-?  дХтп  дХ/Л>„  _  % 

4 - — — . —  .  — —  .  Со8  (ф — р) 


т(п  *}- 1) 


дт 


д/л 
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и  V  і—т\  V  /—и?  дгХт(п> 
(п — і).п(п+  і)(+2)  '  дт 2 

1  (Ѵ,—т*)9  (ѴТ^У)?  дПтп 

]  (п — р+і)(п — р+2)  .  (п+р)  *  дт Р 

(\П --т2)’1  ([/)—]и?)п  дпХтп 
/ .  2.  3...2П  *  дтп 

выраженіе,  въ  которомъ  всѣ  величины 
стны. 


д2Х  (п) 

Д  Сое  2(ф — р) 

0<Л* 

д°Ха  ѣ) 

.  _^-С0 9?(ф-р) 
дпХ,{п) 

~~ТТі —  Со8  п  (ф  —Р)> 
въ  правой  части  извѣ- 


Г  1 


ГЛАВА  V. 

§  1.  Въ  предъидущемъ  изслѣдованіи  потенціала,  мы  пола¬ 
гали,  что  дѣйствующая  масса  распредѣлена  по  всему  объему 
даннаго  тѣла;  допустимъ,  что  она  расположена  только  по  его 
поверхности  и  изслѣдуемъ  тѣ  видоизмѣненія  въ  найденныхъ 
свойствахъ  потенціала,  которыя  произойдутъ  вслѣдствіе  измѣ¬ 
ненія  условій  распространенія  дѣйствователя.  Допущеніе,  что 
дѣйствующая  масса  въ  нѣкоторыхъ  случаяхъ  распространяется 
только  по  поверхности,  основано  на  строгомъ  изслѣдованіи  и 
наблюденіи  явленій  природы,  въ-особеиности  электричества.  Ана¬ 
лизъ  въ  свою  очередь  даетъ  средство  доказать,  что,  напри¬ 
мѣръ,  при  равновѣсіи  электричества  въ  данномъ  тѣлѣ,  вся  дѣй¬ 
ствующая  масса  его  должна  быть  распредѣлена  по  поверхности 
и,  что  еще  важнѣе,  что  всякому  распредѣленію  дѣйствователя 
по  объему  даннаго  тѣла  непремѣнно  соотвѣтствуетъ  нѣкоторое 
распредѣленіе  по  поверхности  и  притомъ  только  одно. 

При  распредѣленіи  дѣйствователя  по  поверхности  будемъ  на¬ 
зывать  плотностію  его  въ  какомъ-нибудь  элементѣ  поверхности 
частное,  происходящее  отъ  дѣленія  массы,  содержащейся  въ 
этомъ  элементѣ,  на  его  площадь.  Плотность  эта  можетъ  быть 
или  одинакова  во  всѣхъ  точкахъ  поверхности,  или  измѣняться 

10* 
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при  переходѣ  отъ  одной  къ  другой.  Въ  послѣднемъ  случаѣ  она 
можетъ  измѣняться  по  всей  поверхности  сплошнымъ  образомъ, 
т.  е.  такъ,  что  плотность  двухъ  частицъ,  лежащихъ  безконеч¬ 
но  близко  одна  къ  другой,  различается  на  величину  безконеч¬ 
но  малую,  или  самая  поверхность  можетъ  быть  разбита  на  нѣ¬ 
сколько  частей,  въ  которыхъ  плотность  измѣняется  сплошнымъ 
образомъ,  хотя  при  переходѣ  отъ  одной  части  поверхности  къ 
другой  она  можетъ  измѣняться  внезапно  на  величину  конечную. 

Допустимъ,  что  данная  поверхность  вообще  имѣетъ  сплошную 
кривизну.  Назовемъ  чрезъ  дз  элементъ  данной  поверхности;  И 
ея  плотность;  а,  6,  с  координаты  элемента  д$;  х ,  я/,  ъ  коор¬ 
динаты  притягиваемой  частицы  р;  г  разстояніе  между  дз  и  р; 
II  потенціалъ  массъ  по  поверхности  относительно  р;  будемъ 
имѣть : 


въ  предѣлахъ  данной  поверхности. 

Назовемъ  слагающія  по  осямъ  координатъ  притяженія  дан¬ 
ной  массы,  распредѣленной  по  поверхности,  чрезъ  X,  У ,  X; 
по  извѣстнымъ  правиламъ  найдемъ: 


/  І)'(а—Х)'д8  у  _  (  У  (Ь—у)  дз  '  /'Р-(с-г)дз 

I  Г3  _ /  Г3  ;  У  г3 

1 

Легко  убѣдиться,  что  эти  выраженія  тождественны  съ  вы- 
дѴ  дИ  діі 

раженіями  —  ,  — ,  — ,  частными  производными  отъ  потенціа¬ 
ла  И  по  поверхности,  во  всѣхъ  случаяхъ ,  когда  г  отлична 


отъ  нуля  или  отъ  безконечно  малой  величины ,  т.  е.  когда 
притягиваемая  частица  находится  внутри  или  внѣ  данной  по¬ 


верхности,  но  не  на  самой  поверхноши. 

Изъ  уравненія  (1)  очевидно,  что  если  частица  р  находит¬ 


ся  на  данной  поверхности,  то  г  для  элементовъ  поверхности 
смежныхъ  съ  ней  обратится  въ  величину  безконечно-малую,  все 
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подъинтегральное  выраженіе  можетъ,  по-видимому,  сдѣлаться  без- 

,  діі  дІГ  діі 

конечно  -  большимъ  и  частныя  производныя  нельзя 

ох  оу  ох 

опредѣлить  въ  формѣ  уравненій  (2).  Изслѣдуемъ  значеніе  ча¬ 
стныхъ  производныхъ  въ  этомъ  предположеніи  относительно  по¬ 
ложенія  частицы  (л;  предварительно  однако  разсмотримъ  частный 
случай,  котораго  результаты  послужатъ  для  дальнѣйшихъ  вы¬ 
водовъ  и  заключеній. 

§  2.  Возьмемъ  за  начало  координатъ  нѣкоторую  точку  О  дан¬ 
ной  поверхности,  примемъ  нормальную  къ  поверхности  въ  точ¬ 
кѣ  О  за  ось  координатъ  х;  изъ  О ,  какъ  центра,  весьма  ма¬ 
лымъ  радіусомъ  ^  опишемъ  шаръ— онъ  отсѣчетъ  въ  разсма¬ 
триваемой  поверхности  весьма  малую,  почти  плоскую,  часть,  ко¬ 
торую  можно  разсматривать  кругомъ.  Плотность  дѣйствователя 
на  этомъ  кругѣ  допустимъ  величиною  постоянной. 

Очевидно,  для  нѣкоторой  частицы  на  оси  х  потенціалъ  кру¬ 
га  выразится  формулою: 

?  _  _  _ 

II  =  I  2  =27пп([/ х2  +е*)о*=2ят(Ѵ х'  +  ^—Ѵ х1), 

О 

гдѣ  х  должно  быть  взято  всегда  положительнымъ,  потому  что 
оно  представляетъ  разстояніе  данной  частицы  отъ  начала  коор¬ 
динатъ;  слѣдовательно : 

V  —  2ит( V х2  +  ^  ±  я), 

формула,  въ  которой  должно  брать  +  ,  когда  х  по  положенію 
точки  отрицательное,  и  минусъ,  когда  оно  положительное. 

Легко  видѣть,  что  при  всевозможныхъ  измѣненіяхъ  х  потен¬ 
ціалъ  И  измѣняется  сплошнымъ  образомъ;  при  х=0  оба  зна¬ 
ченія  его  дѣлаются  равными. 

Частная  производная  по  х  отъ  потенціала  ТІ  приметъ  видъ: 

дѴ  л  /  ж  \ 

— —2тт{  7==у=  *  1  , 

дх  / 


150 


она  принимаетъ  два  значенія  при  х—О,  которыя  различаются 
на  -  47іш.  Отсюда  видимъ,  что  когда  частица  переступаетъ 

поверхность  и  х  изъ  положительнаго  дѣлается  отрицательнымъ, 

дѴ 

производная  --  претерпѣваетъ  внезапное  измѣненіе  на — 4і гш. 


Что  касается  массъ,  лежащихъ  внѣ  даннаго  вспомогательнаго 
круга,  то  производныя  ихъ  потенціала  непремѣнно  функціи  ко¬ 
нечныя  и  сплошныя  для  всѣхъ  точекъ  на  оси  х.  Частная  про- 
№ 

изводная  г-  равна  слагающей  потенціала  по  оси  х ,  и  мы  ви- 

(/»ѵ 

димъ,  что  положеніе  это  не  имѣетъ  мѣста  въ  томъ  случаѣ,  ко- 
діі 

гда  —  пріобрѣтаетъ  два  значенія. 

ОХ 

Если  данная  поверхность  шаровая,  пусть  Я  радіусъ  ея,  т 
плотность,  а  —  разстояніе  притягиваемой  частицы  отъ  центра 
шара  С ,  ф  уголъ,  образуемый  радіусомъ  къ  данному  элементу 
дз  съ  прямою  ОС,  ф  уголъ,  который  плоскость  проведенная 
чрезъ  этотъ  радіусъ  и  прямую  ОС  составляетъ  съ  постоянною 
плоскостію,  то  будемъ  имѣть: 

дз=Я2  8іп  ф.  дф  дф. 


Потенціалъ 


тК 2  /' X  а  8іп  ф  дф  дф 


а 


ѴК  —оЕа  Со8  ф+а2’ 
предѣлы  для  ф:  ф=0  и  ф  =  27г;  для  ф:  ф=0  и  ф 
Совершивъ  интегрированіе,  получимъ : 

,ф— 7Г 


— 7Г. 


Ятгт.К,  л  . 

ѵ = - (  Ѵ(Я 2 


а 


27ГтЯ 


а 


2Яа  Со8  ф  +  а1) 


(к  +  а—[/(В~аА . 


1<р=о  ’ 


Значеніе  радикала  должно  быть  всегда  положительное  и  рав¬ 
но  Я  -  а  или  а  —  Я,  смотря  по  тому,  находится  ли  притяги¬ 
ваемая  частица  внутри  шара  или  внѣ  его.  Слѣдовательно  для 


частицы,  лежащей  внутри  шара,  найдемъ: 

17 = 47т  Я; 


для  частицы  внѣ  шара 


т  4тгшВ. 2 

V—  - ; 

а 

на  поверхности  шара  а=В  и  оба  дредъидущія  выраженія  рав¬ 
ны  между  собою. 


тт  ди 

Частная  производная  —  равна  нулю  для  частицы,  лежащей 


4тгтВ?.х 

внутри  шаровой  поверхности,  и  —  — — —  для  частицы  внѣ 


ея;  -  для  частицы,  лежащей  на  самой  поверхности  шара,  долж¬ 
но  взять  то  или  другое  выраженіе,  смотря  по  знаку  дх. 

§  3.  Перейдемъ  къ  общему  изслѣдованію  вопроса  и  разсмо¬ 
тримъ  его  но  методу  Гауса,  который  и  до  сего  времени  превос¬ 
ходитъ  всѣ  другіе  по  точности  и  краткости. 

Возьмемъ  за  начало  координатъ  нѣкоторую  точку  поверхно¬ 
сти  Р,  за  ось  х  нормальную  къ  поверхности  въ  Р.  Если  ф 
уголъ  между  нормальной  къ  нѣкоторому  элементу  поверхности 
дз  и  осью  х,  то  дз  Сов  ф  представитъ  проекцію  элемента  дз 
на  плоскость  уъ.  Допустимъ 

I//?2  -{-  с2=^,  Ъ  =  р>  Сов  Ѳ,  с  =  %  8ІП  Ѳ; 

площадь  проекціи  элемента  дз  выразится  формулою:  $д(>.дѲ9 
а  слѣдовательно: 

р  др.  дѲ 

дз  =  - - —  . 

Со8  Чр 

Элементъ  массы  означимъ  чрезъ  1г.  д$  дѲ,  гдѣ  очевидно 

7  н  л 

/г  — - ,  О  плотность. 

Со8  Ф 

Разсмотримъ,  какъ  измѣняется  внезапно  значеніе  слагающей 
X,  когда  притягиваемая  частица,  двигаясь  по  оси  х,  перехо¬ 
дитъ  съ  одной  стороны  поверхности  на  другую,  при  чемъ  ко¬ 
нечно  х  переходитъ  изъ  отрицательнаго  въ  положительное,  или 
і  а-оборотъ.  Сущность  изслѣдованія  нисколько  не  измѣнится,  бу- 
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демъ  ли  мы  разсматривать  всю  данную  поверхность  или  толь¬ 
ко  небольшую  часть  ея,  смежную  съ  Р,  потому  что  вліяніе  о- 
стальной  части  обнаруживается  сплошнымъ  измѣненіемъ  значе¬ 
нія  X.  Начнемъ  самымъ  дѣломъ  измѣнять  $  отъ  нуля  до  про¬ 
извольнаго  предѣла  и  предположимъ,  что  въ  данной  поверх¬ 


а 


ности  )і  и  -  измѣняются  по  закону  сплошности. 

Если  для  каждаго  опредѣленнаго  значенія  Ѳ  положимъ; 

» 

I  к  (а  х) 

<?=/  — — 


то  слагающая 


7Г 


X  =  /  <}дѲ. 


Сравнимъ  значенія  X,  полагая  послѣдовательно  х=0 ,  х— 
безконечно  малой  положительной  и  ж— безконечно  малой  отри¬ 
цательной  величинѣ.  Назовемъ  послѣдовательно  значенія  X, 
соотвѣтствующія  предъидущимъ  положеніямъ,  чрезъ  Х0,  X,,  Х2, 
значенія  (), — чрезъ  о»,  о»  о,- 

Величина  г— I/ (а  —  х)2  +  Ѳ  величина  постоянная,  по¬ 
тому  получимъ : 


к(а-~  х)  (а-х)о  дк  а—х  да  ко2 

д-^=-ь—д*  +  ^-  + 


слѣдовательно : 


/  дк  а — х 

~г 


()о  /(р5 


к'(а' — х  ) 


+  С0П8І, 


въ  этой  формулѣ  Ті\  а\  г 1  названы  значенія  1і7  а ,  г  для 
?  =  Постоянная  произвольная  должна  имѣть  значеніе— — — 


15В 


при  %=0 ,  потому,  называя  чрезъ  Р0  плотность  въ  точкѣ  Р, 
эта  постоянная  выразится :  чрезъ  —  Р0,  для  положительныхъ 
значеній  х,  и  чрезъ  +  Р0  при  отрицательныхъ,  такъ -какъ 
при  (з=0  имѣемъ: 

а  =  О,  ф  —  -  О,  1г  =  Р0,  х—  ±  г. 

Въ  томъ  случаѣ ,  когда  х  —  О,  постоянной  произвольной 

Л. а 

должно  приписать  значеніе  предѣла  —  при  неопредѣленномъ 

г 

уменьшеніи  эта  постоянная  будетъ  равна  нулю,  потому  что 
а  безконечно  малая  величина  порядка  выше  г. 

Значенія 

/дк  а — х 

) г, —  * 

остаются  безъ  перемѣны  или  различаются  на  безконечно  ма¬ 
лую  -  величину ,  когда  х—О  или  х  =  *  г  =  безконечно  малой 
величинѣ.  Дѣйствительно,  если  разложимъ  предъидущій  инте¬ 
гралъ  на  двѣ  части: 


0  $ 

то  предъидущее  заключеніе  имѣетъ  мѣсто  для  первой  части, 
когда  безконечно  мало,  для  второй  —  когда  ^  безконечно  ма¬ 
лая  величина  порядка  выше  е. 

/да  кр 2 

Подобное  же  заключеніе  имѣетъ  мѣсто  и  для  /  —  — др, 

У  др  г5 

когда  точки  поверхности,  соотвѣтствующія  опредѣленному  зна¬ 
ченію  Ѳ,  образуютъ  кривую,  радіусъ  кривизны  которой  окан- 

а 

чивается  въ  Р  и  притомъ  выраженіе  —  въ  разсматриваемомъ 

Р~ 

пространствѣ  имѣетъ  сплошное  и  конечное  значеніе;  назовемъ 

его  чрезъ  А ,  получимъ; 

да 

др 


дА 
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данный  интегралъ  разложимъ  на  два  слѣдующія 


Чп'Акдр  ,  дЛ  р 


+ 


/ 


ур  г 


1ід% , 


изъ  которыхъ  легко  видѣть  справедливость  вашего  заключенія. 


Наконецъ  также  очевидно ,  что  значенія 


к'(а'—х) 


соот¬ 


вѣтствующія  тремъ  избраннымъ  значеніямъ  х ,  равны  между 
собою,  пренебрегая  безконечно  малыми  величинами  перваго  по¬ 
рядка. 

Изъ  предъидущаго  также  слѣдуетъ,  что  ()і+В0,  ~~^о 

равны  между  собою  или  различаются  безконечно  малыми  вели¬ 
чинами,  а  потому: 

/'271  ,/'2и  / 2тт 

)  (Ѳ,  +  л0)д  Ѳ,  )  ^д&,)  ГО  ~  О  о)  д  Ѳ 
^  0  0  0 


или  количества 

.  Хх+2ъВ о,  Х0,  Х<2  —  27гВ0 
имѣютъ  тотъ-же  характеръ. 

Изложенную  теорему  можно  высказать  также  слѣдующимъ 
образомъ: 

Предѣлъ  слагающей  X ,  когда  х,  будучи  положительною  ве¬ 
личиною,  неопредѣленно  уменьшается,  равенъ  Х0 — 2глВ0;  пре¬ 
дѣлъ  того  количества  равенъ  Х0  4-  2яВ 0 ,  когда  х ,  будучи 
отрицательнымъ,  уменьшается  неопредѣленно  въ  абсолютномъ 
значеніи. 

Во  всѣхъ  предъидущихъ  выводахъ  мы  въ  основаніе  полага¬ 
ли  допущеніе,  что  кривизна  данной  поверхности  въ  пересѣче¬ 
ніи  съ  плоскостію,  проведенною  чрезъ  ось  х,  въ  Р,  конечна; 
но  результаты,  до  которыхъ  мы  достигли,  справедливы,  если 
кривизна  въ  Р  и  безконечна,  за  исключеніемъ  только  одного 
частнаго  случая. 

а 

Допущеніе,  что  "-дѣлается  безконечно  малымъ  вмѣстѣ  съ  е 

Р 
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объусловливаетъ  существованіе  опредѣленной  плоскости  каса¬ 
тельной  въ  топкѣ  Р;  но  два  послѣднія  количества  одного  по¬ 
рядка  лишь  только  тогда,  когда  кривизна  конечна;  для  ра- 


а  • 

діуса  же  кривизны  безконечно  малаго,  -  порядка  вообще  низ- 

9 

шаго  Докажемъ,  что  результаты  наши  справедливы  и  въ 
отоэіъ  случаѣ,  но  только  при  условіи,  что  порядки  двухъ  раз¬ 
сматриваемыхъ  количествъ  соизмѣримы. 


а  5/ 

Допустимъ,  что  -  и<э  одного  порядка,  гдѣ  ѵ  положитель- 


а 


ный  показатель  и  слѣдовательно  количество  конечное  и 


9 


измѣняющееся  сплошнымъ  образомъ  въ  разсматриваемой  части 


а 


пространства.  Означимъ  чрезъ  В ,  интегралъ. 

рІ  +  ѵ 

да  Кр 

др  г 

можно  разбить  на  два  слѣдующія: 


( 


'(1+ѵ)92*] 


ВЫ (>  + 


рЗ+ѵ  дБ 

V  тп-  'Ъ 

г3  др 


изложенная  теорема  можетъ  быть  непосредственно  примѣнена 
ко  второму  интегралу  и  съ  небольшими  измѣненіями  къ  пер¬ 


вому. 

Если  положимъ  -==  ш,  е  или  р=$т,  первый  интегралъ 

ѵ 

приметъ  видъ: 

/  ВЛ63пгдд 

=(т  +  іу  {і2т+(а_х)^ 

онъ  обращается  въ  безконечно  малую  величину  только  для  пре¬ 
дѣловъ  интеграціи  нуля  и  ^  равнаго  безконечно  малой  вели¬ 
чинѣ;  для  конечнаго  же  значенія  $  коеффиціентъ  д$  сохраняетъ 
такое  -  же  значеніе ,  будетъ  ли  х  равно  нулю  или  величинѣ 
безконечно  малой.  Послѣднее  свойство  относится  и  ко  всему 
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разсматриваемому  интегралу ,  когда  его  предѣлы  ^  =  О  и 
т 

<у=і/7. 

Заключенія  наши  въ  томъ  только  случаѣ  неприложимы,  когда 


а 


не  можетъ  быть  одинаковаго  порядка  ни  съ  какою  степенью 


,  то  для  всякаго 


а  I 

$  такъ,  если  порядокъ  -  одинаковъ 

7 

положенія  точки  /^,  безконечно  близкаго  къ  поверхности,  ()  воз¬ 
растаетъ  выше  всякаго  предѣла,  слѣдовательно,  и  слагающая  X. 

Изслѣдуемъ  значеніе  количества  У;  для  неопредѣленнаго 

.  к.Ъ.дЪ.дс 

элемента  его,  имѣемъ  выраженіе- — - — ,  сохраняя  прежнее  обо- 

значеніе. 

Такъ  -  какъ 


г  =  V  Ъ~  +  с1  +  (а  —  х)\ 


то 


сЦ  - 


КЪ  /  дк  к(а — х)  да 
— - ;  + 


дЬ  г°  г  дь  г 


дЬ 


с  разсматривается  какъ  постоянная,  и  первая  интеграція  при¬ 
ведетъ  къ  выраженію: 

к.Ь.дЬ  Л(0  к^д  /  /  дк  _  г  к(а — х)да 

г  до 


.з  г(')  г(<і)  ^ 


дЪдЬ’ 


въ  которомъ  предѣлы  интегрированія  должны  распространяться 
отъ  наименьшаго  до  наибольшаго  значенія  /?,  соотвѣтстующаго 
каждому  опредѣленному  значенію  с.  —  Положимъ  для  крат¬ 
кости: 

Л(')  А\2)  т  р  дк  к(а  -л)  да 

г(’)  г(2)  ^  :  г  дк  г  ' 

гдѣ  А'2\  іі^\  значенія  1г  и  г  для  предѣловъ,  по¬ 

дучимъ  : 

У  =  (где  + 


\Ѵ  _ 

— до.дс , 

Р 
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формула  въ  которой  интеграція  по  с  должна  быть  совершена 
отъ  наименьшаго  до  наибольшаго  значенія  этой  координаты  на 
данной  поверхности. 

Въ  послѣднемъ  двойномъ  интегралѣ  произведеніе  дЬ  дс  изо¬ 
бражаетъ  проекцію  неопредѣленнаго  элемента  поверхности  на 
плоскость  уъ,  эта  проекція  выражается  также  формулою  рдр 
потому 


У=[тдс  +  ѴШ?дс, 

предѣлы  интеграціи  для  р:  О  и  рх\  для  Ѳ:  Ѳ=0 ,  и  6=2*. 

Прилагая  тотъ-же  путь  сужденій,  какъ  и  при  изслѣдованіи 
слагающей  X,  увидимъ,  что  У  сохраняетъ  почти  одинаковыя 
или  лучше  безконечно  мало  различныя  значенія  при  х=0  или 
безконечно  малой  величинѣ.  Выражаясь  иначе,  предѣлъ  У  для 
положительныхъ  и  отрицательныхъ  значеній  х,  безконечно  убы¬ 
вающихъ,  остается  одинаковъ  и  его  значеніе  равно  У  при 
х  —  О.  Это  значеніе  У  назовемъ  чрезъ  У0  и  замѣтимъ,  что 


самое  интегрированіе  выраженія  ^ 


Б.Ьдз 


должно  быть  соверше¬ 


но  съ  помощію  преобразованій  подобныхъ  изложеннымъ,  такъ- 
какъ  при  г— О  непосредственная  интеграція  примѣнена  быть 
не  можетъ. 

Въ  частномъ  случаѣ,  когда  радіусъ  кривизны  поверхности 


_  ,  дК 

въ  точкѣ  Р  величина  безконечно  малая  и  также,  когда—  дѣ- 

дЪ 


лается  безконечно  большимъ,  выведенные  результаты  не  могутъ 
быть  приложены  безъ  измѣненій,  но  эти  исключенія  имѣютъ 
мѣсто  даже  не  для  частей  поверхности,  а  только  для  ихъ  пре¬ 
дѣловъ,  потому  не  измѣняетъ  значенія  общаго  изслѣдованія. 

Наконецъ,  все  сказанное  можетъ  относиться  къ  интегралу 


значеніе  его,  при  х—О  и  х  равно  безконечно  малой  положи¬ 
тельной  или  отрицательной  величинѣ,  равно  предѣлу  X ; 


( Б.сдс.дЬ 


при  х=0  и  интеграція  должна  быть  первоначально  соверше¬ 
на  относительно  с. 

§  4.  Во  всѣхъ  точкахъ  пространства,  не  находящихся  на 

дІІ  дѴ  діі 

поверхности,  количества  —  ,  — ,  —  тождественны  съ  слагаю¬ 
сь?  да?  ох 

щими  X,  У,  Хи  измѣняются  сплошнымъ  образомъ;  отсюда, 
основываясь  на  результатахъ  предъидущаго  §  3,  для  величинъ 
безконечно  малыхъ  х,  у ,  2,  значеніе  17,  пренебрегая  безко¬ 
нечно  малыми  величинами  высшихъ  порядковъ ,  можетъ  быть 
выражено  формулою: 

+  х(Х0  —  2*  В0)  +  уУ0  +  ^Х0 , 
когда  х  положительное,  и 

Ѵ0  +  х(Х  +  2-кВ^)  +  уУ0  +  *Х9 
когда  х  отрицательное,  гдѣ  Р0  означаетъ  V при  х—О,  у~0, 2=0. 

Найдемъ  значеніе  И  для  прямой,  проходящей  чрезъ  Р,  точ¬ 
ку  поверхности,  и  составляющей  съ  осями  координатъ  углы 
А,  В ,  С. 

Назовемъ  чрезъ  і  неопредѣленную  часть  этой  прямой,  чрезъ 
і0  значеніе  і  въ  Р,  допустимъ  і  - і0  безконечно  малымъ  и,  если 
не  примемъ  во  вниманіе  безконечно  малыхъ  величинъ  высшихъ 
порядковъ,  то  для  разсматриваемаго  случая  будемъ  имѣть: 

П—  V о  +  (і—і0)(Х0  Соз  А  +  У0  Соз  В  +  Х0  Со8  О  ф  27гВ0  Со8  А); 
здѣсь  должно  брать  верхній  знакъ  для  положительныхъ,  и  ниж¬ 
ній  для  отрицательныхъ  значеній  (і — і0)  Со з  А,  т.  е.  въ  точ- 

кѣ  Р  выраженіе  —  имѣетъ  два  значенія  для  остраго  угла  именно: 

Х0  Соз  А  +  Г0  Со8  В  +  Х0  Со8  С — 27*В  0  Соз  А 
Х0  Сов  А  У 0  Соз  В  +  Х0  Соз  С  -У  27*0 0  Соз  X 
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смотря  потому  ді  положительное  или  отрицательное. 

Если  уголъ  А  прямой,  при  чемъ  линія  і  дѣлается  касатель¬ 
ною  къ  поверхности,  то  оба  нредъидущія  значенія  приводятся 
къ  одному 

дѴ  ,  ^ 

Г0  Соз  В  +  20  Соя  С. 

§  5.  Имѣя  въ  виду  предъидущія  заключенія,  можно  дока¬ 
зать,  чисто  аналитическимъ  путемъ,  одно  весьма  важное  пред¬ 
ложеніе  относительно  распространенія  электричества,  или  дѣя¬ 
телей  сходныхъ  съ  нимъ  по  характеру  притяженія  или  оттал¬ 
киванія.  Давно  уже  было  извѣстно  изъ  опыта,  что  когда  элек¬ 
трическій  дѣйствователь,  или,  какъ  говорятъ,  электрическая 
жидкость,  находится  въ  состояніи  равновѣсія  на  данной  си¬ 
стемѣ  тѣлъ ,  совершенно  проводящихъ  электричество ,  то  вся 
она  располагается  только -по  поверхности  этихъ  тѣлъ,  при  чемъ 
и  малѣйшая  часть  не  проникаетъ  внутрь  тѣла;  однако  не  бы¬ 
ло  извѣстно,  не  представляетъ  ли  это  явленіе  необходимаго 
слѣдствія  отталкиванія  между  частицами  электрическаго  дѣй¬ 
ствователя,  которое  имѣетъ  мѣсто  въ  природѣ.  Гринъ 1  дока¬ 
залъ  это  предложеніе. 

Пусть  х ,  у ,  ъ  прямоугольныя  координаты  нѣкоторой  части¬ 
цы  /л,  лежащей  внутри  одного  изъ  данныхъ  тѣлъ,  въ  этомъ 
дИ 

случаѣ  —•  —  сила,  съ  которою  побуждается  ^  по  направленію 


х,  подобнымъ  же  образомъ  —  ~  ,  — —  силы,  побуждающія  /л 

двигаться  по  осямъ  у  и  г.  Если  по  условію  разсматриваемая 
точка  остается  въ  равновѣсіи,  то  сумма  всѣхъ  этихъ  силъ  рав¬ 
на  нулю  и  мы  будемъ  имѣть: 

дѴ  дѴ  дѴ  Л 

О  =  —  дх+— ду+~г  V, 

дх  ду  да 


1  Ап  Езвау  оп  (Ье  аріісаііоп  оп  шаіЬешаІісаІ  АпаГізіз  Іо  іЬе 
іЬеогіез  о  Г  Еіесіісііу  апй  Ма^пеіізт.  Ву  Оеогуе  Огесп .  СгеІІе. 
«Гоигпаі.  Т.  42.  1852. 
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отсюда 


Ѵ=Соп8І 


Но  по  теоремѣ  Пуасопа 


4тгО+/\Ѵ=.() 


подставляя  предъидущее  значеніе  У  найдемъ: 

В=0 , 


потому  заключаемъ,  что  плотность  электричества  для  всякой 
произвольной  точки  р,  лежащей  внутри  даннаго  тѣла,  равна 
нулю. 

§  6.  Потенціалъ  поверхности  выражается  формулою: 


(В) 


если  В  постоянно,  то  для  опредѣленія  вторыхъ  производныхъ 
отъ  потенціала  воспользуемся  преобразованіемъ,  по  пріему  Клау¬ 


зіуса,  и  примѣнимъ  полученные  результаты  къ  выводу  основ¬ 
ныхъ  уравненій  Лапласа  и  Пуасона,  при  распространеніи  дѣй¬ 
ствователя  по  поверхности.  Допустимъ,  что  дана  въ  разсмо¬ 
трѣніе  плоская  поверхность;  обобщеніе  вопроса  не  представитъ 
затрудненія.  Сверхъ  того,  увидимъ,  что  основныя  уравненія  тео¬ 
ріи  потенціаловъ  суть  неминуемыя  слѣдствія  болѣе  общихъ 
свойствъ  потенціаловъ,  найденныхъ  Гаусомъ,  къ  разсмотрѣнію 
которыхъ  мы  въ-слѣдъ  за  симъ  и  перейдемъ. 

Возьмемъ  плоскость,  въ  которой  находится  данная  поверх¬ 
ность,  за  плоскость  координатъ  ж,  у;  пусть  х,  у ,  ^  прямо¬ 
угольныя  координаты  притягиваемой  частицы  р;  перпендику¬ 
ляръ  изъ  р  на  ху  пусть  параллеленъ  2,  слѣдовательно  коор¬ 
динаты  основанія  этого  перпендикуляра  х ,  у  и  нуль.  Примемъ 
основаніе  перпендикуляра  изъ  р  на  плоскости  ху  за  центръ 
полярной  системы  координатъ  въ  плоскости,  радіусъ-векторъ 
назовемъ  чрезъ  уголъ  составляемый  имъ  съ  осью  х  чрезъ  <р. 
Будемъ  имѣть: 


дз=(>д$.  дф, 
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если  ^  и  г\  прямоугольныя  координаты  элемента  дз,  то 


<?—Ѵ  х/+(ч— у)1;  г=[/  (^—х)- +(ц—уУ+ г2 

=|/?2+25 


и  уравненіе  (3)  приметъ  видъ: 


Въ  полученномъ  выраженіи  интеграція  по  ^  тотчасъ  можетъ  быть 
совершена,  вообще  имѣемъ: 


Предѣлы  должны  быть  выбраны  сообразно  съ  условіями,  и 
здѣсь  является  существенное  различіе  въ  двухъ  случаяхъ:  пер¬ 
вый,  основаніе  перпендикуляра  изъ  р  лежитъ  внутри  дан¬ 
ной  поверхности ,  второй, —  внѣ  ея.  Разсмотримъ  первый  слу¬ 
чай.  Возьмемъ  интегралъ  въ  предѣлахъ  начала  радіуса  и  его 
пресѣченія  съ  наружнымъ  обводомъ;  если  же  наружный  обводъ 
имѣетъ  такой  видъ,  при  которомъ  радіусъ  пересѣкаетъ  его  нѣ¬ 


сколько  разъ,  то  число  этихъ  пересѣченій,  въ  настоящемъ  слу- 
I  чаѣ,  должно  быть  непремѣнно  нечетное;  называя  соотвѣтствую- 
'  щія  значенія  ^  чрезъ  ^2,  ^3....  и  допустивъ: 


получимъ: 


Ѵ=еБ (  (В%—\/0  +  ^+^—Кг  +  ...)д<р 


=еТ)  ^ (—  І/Ѵ  +  і?,—  +  ...)дф, 


гдѣ  членъ  V &  нельзя  просто  замѣнить  чрезъ  г,  потому  что 
онъ  долженъ  выражать  г  и  быть  положительнымъ  при  всякомъ  г. 

Величина  V &  не  зависитъ  отъ  ф,  потому,  совершивъ  инте¬ 
грацію  въ  первомъ  членѣ  въ  предѣлахъ  О  и  Зя,  получимъ: 


17= — 27лВ  .  е[/ ^  +  еЬ  Вх — /?2  +  /і3 — ....)дф.  (4) 

11 
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Послѣдній  интегралъ  вновь  преобразуемъ;  съ  этою  цѣлью 
подставимъ  вмѣсто  угловато  элемента  дф  соотвѣтствующій  эле¬ 
ментъ  окружности  ді.  Пусть  косинусъ  угла,  который  нор¬ 
мальная,  произведенная  со  внѣшней  стороны  къ  элементу  об¬ 
вода,  составляетъ  съ  радіусомъ  при  его  возрастаніи,  будемъ 
имѣть: 

VI 

—  ±  дфу 

Р 

гдѣ  элементы  д$  и  дф  должны  быть  разсматриваемы  положи¬ 
тельными,  изъ  двухъ  знаковъ  ±  должно  принимать  верхній 
или  нижній  смотря  по  тому  —  радіусъ  пересѣкаетъ  ли  при  возра¬ 
станіи  окружность  со  внутренней  стороны  наружу  или  на  обо¬ 
ротъ.  Подобными  же  знаками  сопровождаются  значенія  і?,,  і?2, 
слѣдовательно,  когда  вмѣсто  произведенія  ±  Едф  под¬ 
ставимъ—  /. то  оно  должно  быть  всегда  положительнымъ. 
Р 

Сверхъ  того  каждому  элементу  дф  соотвѣтствуетъ  особое  зна¬ 
ченіе  В,  особое  потому,  по  подставленіи,  полученная  фор¬ 
мула  должна  относиться  ко  всей  поверхности,  и  мы  найдемъ: 

Ѵ~-2тіеО]/7+,и.  (  -  і'де,  (5) 

У  Р 

гдѣ  интеграція  должна  быть  совершена  въ  предѣлахъ  данной 
поверхности. 

Если  основаніе  перпендикуляра,  опущеннаго  изъ  //,  лежитъ 
внѣ  данной  поверхности,  по  которой  распредѣлена  дѣйствую¬ 
щая  масса,  то  число  точекъ  пересѣченія  радіуса  съ  наружнымъ 
обводомъ  должно  быть  непремѣнно  четное  и  мы  получимъ: 

С=еО  !  (В1+К-....)дф,  (6) 

гдѣ  интеграція  должна  быть  совершена  въ  предѣлахъ  угла,  об¬ 
нимающаго  данную  поверхность.  Подставимъ  вмѣсто  дф  его 
значеніе  для  разсматриваемаго  случая,  найдемъ: 


168 


Если  основаніе  перпендикуляра  изъ  р  лежитъ  безконечно  близ¬ 
ко  къ  окружности,  то  для  ближайшихъ  элементовъ  дуги  обво¬ 
да  величина  $  безконечно  малая,  выраженія  (5)  и  (7)  непри¬ 
мѣнимы,  за  исключеніемъ  того  случая,  когда  само  г  равно  ну¬ 
лю,  потому  что  тогда  ^  и  й  исчезаютъ  одновременно;  для  опре¬ 
дѣленія  значенія  интеграла  должно  обратиться  къ  формуламъ 
(4)  и  (6). 

Найдемъ  первыя  производныя  отъ  II.  Величина  д$,  по 
которой  совершается  интеграція  въ  предъидущихъ  выраженіяхъ, 
не  зависитъ  отъ  координатъ  х,  у ,  2,  частицы  р  въ  предъиду¬ 
щихъ  выраженіяхъ,  потому  можно  совершить  дифференцированіе 
подъ  знакомъ  интеграла.  Означимъ  координаты  элемента  дуги  д$ 
чрезъ  I1,  у1;  косинусы  угловъ,  которая  составляетъ  нормальная, 
проведенная  къ  элементу  дуги,  чрезъ  а  и  /3;  будемъ  имѣть: 


(а) 


р=Ѵ(р+х)*+(ц'--у)*,  К=Ѵ(?~х)‘і+(у'--у)'2+х\ 

■і  ($'—х)ос'-\-(71'—у)Р 

/= — ; 

если  основаніе  перпендикуляра,  опущеннаго  изъ  р,  находится 
въ  конечномъ  разстояніи  отъ  наружнаго  обвода  поверхно¬ 
сти. ,  то  (>  и  і?,  для  всѣхъ  подъинтегралъныхъ  элементовъ , 
величины  конечныя.  Дифференцируемъ  по  ъ  выраженіе  (5), 
принимая  во  вниманіе  предъидущія  формулы,  получимъ: 

| !=-м.р+л/^*, 


гдѣ  дробь  т==  равна 
У  * 


+  1  или  — 1 ,  смотря  по  тому,  2  положи¬ 


тельное  или  отрицательное. 

Дифференцируемъ  уравненіе  (5)  по  ху  принимая  во  внима¬ 
ніе  формулы  (а);  найдемъ: 
сШ, 


дх 


Но 


Я_/Г _ ?*+*'  I  ІІ 

Р*""д**“ ,  яр2  — я  +  V 


(9) 
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подставимъ  подученное  выраженіе  во  второй  членъ  предыду¬ 
щей  формулы  будемъ  имѣть: 

=  0 1  Х«+ (10) 

Докажемъ,  что  второй  интегралъ  предъидущаго  выраженія 
имѣетъ  подъинтегральную  величину  равную  нулю  для  всякой 
замкнутой  поверхности.  Положимъ,  для  краткости: 

Р_Ш±1  г'-о-^сс  (11) 

ладо  доказать,  что 

$(Р—())д$=  0. 

Мы  имѣли: 


/д$  —  ±  $дф, 

гдѣ  верхній  или  нижній  знакъ  должно  брать  смотря  по  Тому — 
радіусъ  ^  пересѣкаетъ  наружный  обводъ  поверхности  изъ  внут¬ 
ренней  части  наружу  или  на-оборотъ*  Допустимъ,  что  отъ  из¬ 
вѣстной  начальной  точки  дуги  ^  возрастаетъ;  будемъ  разсмат¬ 
ривать  <р  какъ  функцію  —  дифференціальный  коеффиціентъ 
долженъ  быть  положительный  или  отрицательный,  смотря  по 
знаку  /,  и  одновременно  съ  нимъ  измѣняетъ  свой  знакъ.  Пред¬ 
положимъ  также,  что  возрастаніе  дуги  и  угла  у  совершается 
въ  одну  сторону,  слѣдовательно  обѣ  эти  величины  будутъ  имѣть 
одинаковые  знаки: 

^  ^  д$  * 

Величина  ос  ’д$9  не  обращая  вниманія  на  знакъ,  представля¬ 
етъ  измѣненіе  координаты  У]\  нѣкоторой  точки,  двигающейся  по 
кривой,  на  элементъ  Изъ  уравненія: 

у]9  —  у  —  %  8іп  ф, 

дѵ\  —  д((>8іп(р)  или  сс'д$=  ±  д  ($8іпф), 
если  дуга  возрастаетъ,  должно  брать  верхній  знакъ,  потому 

,  (р5гпф) 

ос  —О - — - . 
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Внесемъ  выраженія  сь  и  у'  въ  выраженія  (11),  замѣчая  при 
томъ,  что 

х  =  %  Соз  (р 

получимъ: 

дф  ^(д.рЗіпфІ^ 

Яр  ° Ф'  дд’Ц  Яр 2 


дд 

%1  до  х2  дф 


д$ 


потому : 


Я  ’  дф  х2  до 

Р — 0=—Со8фг- - —  8гп  <р  7 . 

ѵ  -  ^д$  Яр 2  ~д& 


(12) 


Но  извѣстно,  что  Я=^[/^2  +  *т,  гдѣ  ъ  не  зависитъ  отъ  А 
слѣдовательно: 

дЯ _ р  др 

д$  Я  др 

/й\ і  др  Я  др 

\^)  =  Яд#  ~  ?ді 

р2 — Я2  др 

р?Я  д$ 
х2  др 

Яр2  д$ 

Подставимъ  послѣднее  выраженіе  во  второй  членъ  правой 
чести  уравненія  (12)  и  замѣнимъ  въ  первомъ  членѣ: 

^  дф  д8гпф 

О 08  (р  —  — - —  , 

г  д$  дб  ’ 


получимъ: . 


Я 


Я  д$іпф 

Р —  О— - -^+8іп<р 

р  дд 


д\ 


д$ 


—8іп  <р 

~ИГ 


елѣдовательно  разсматриваемый  интегралъ  приметъ  видъ: 

д(-8іпф) 

*  Уді 


дд 


і 


—  166  — 

Означимъ  предѣльныя  значенія  указателями  (о)  и  (4),  бу¬ 
демъ  имѣть: 

выраженіе,  обращающееся  въ  нуль  для  всякой  замкнутой  кривой, 
тт  •  Ш 

И  такъ,  въ  выраженіи  —  остается  только  одинъ  членъ; 

поступая  подобнымъ-же  путемъ  относительно  производной  по  ут 
получимъ: 


діі 


дх 

дП 

ду 


—  е  Ѵ  /•—  д$. 


(13) 


Составимъ  дифференціальные  коеффицгенты  втораго  по¬ 
рядка  отъ  уравненія  (8)  и  (13),  найдемъ: 


~  =  еід  д$ — ёВ%2 


•» 


—  гБ 


=  еВ 


Щ 

В*— & 
Яр  У 

/•д$- 


№ 


д$, 


’.дй 


Изъ  уравненій  (13),  имѣемъ: 

дх 2 


(Н> 


(?  Х)  I  ,  й 

■ «  до. 


К 


д*Ѵ 

ду* 


=  —еВ 


слѣдовательно: 

дЧІ  д*Ц 
дх *  ду*  ?  ^ 

=  —  вБ 


(?-х)к'+(/-у)Р 

Л3 


д$, 


р_У 

В] 


д$, 


послѣднее  выраженіе  равно  ( 1 4 )  и  со  знакомъ  противнымъ,  по¬ 
тому  будемъ  имѣть: 

дЩ  дЩ  дЩ 
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уравненіе  это  не  примѣнимо  только  тогда,  когда  /и  находится 

&І/ 

на  самой  поверхности,,  такъ -какъ  въ  этомъ  случаѣ  ^претер¬ 
пѣваетъ  разрывъ  сплошности. 

§  7.  Перейдемъ  къ  послѣднимъ  изслѣдованіямъ  Гауса  отно¬ 
сительно  потенціаловъ,  положившимъ  основаніе  для  разработки 
математической  теоріи  электричества  и  магнетизма. 

Пусть  У  потенціалъ  системы  массъ  Жи  Ж2,  кон¬ 

центрированныхъ  въ  точкахъ  Р4,  Р2.... 

^  потенціалъ  системы  массъ  ти  ж, . . .  . . , 
находящихся  въ  точкахъ  р17  р27.... 

Ѵ17  У2 , _ значенія  У  въ  точкахъ  рѵ  р2г..... 

ѵІУ  значенія  ѵ  для  точекъ ^Р4, ,  Р2,. ......  бу¬ 

демъ  имѣть  слѣдующее  уравненіе: 


Жѵ  +  Ж2ѵ з  + - —ті  У4  +  т2  У2  +  ...... 

ІЖе  =  2жУ, 


называя  чрезъ  Ж  массу  одной  изъ  точекъ  первой  системы,, 
чрезъ  т  такую-же  массу  точки  второй  системы. 

Дѣйствительно,,  выраженія  ЕМѵ  и  ЕтѴ  представляютъ  сум- 


**  М.т 

му  всѣхъ  количествъ  вида  - , 

Р 


гдѣ  $  разстояніе  точекъ,  въ 


которыхъ  помѣщены  массы  Ж  и  тг  потому  очевидно  оба  эти  вы¬ 
раженія  равны  между  собою. 

Если  массы  одной,  или  обѣихъ  изъ  предъидущихъ  системъ 
расположены  непрерывно  по  линіи,  поверхности  или  объему,  то 
знакъ  2  должно  замѣнить  соотвѣтствующимъ,  интеграломъ. 

Пусть  масса  второй  системы  расположена  по  поверхности  и 
притомъ  такъ,  что  часть  ея  О.дз  занимаетъ  элементъ  поверх¬ 
ности  дз;  будемъ  имѣть: 

2ІІР*  —  /Л  У. 

Допуская  подобную  же  гипотезу  для  первой  массы,  и  пола- 


—  168  — 

гая,  что  Вѵ  дз  масса,  находящаяся  на  элементѣ  первой  поверх¬ 
ности  дз ,  получимъ 

(влѵ.дз  —  ^В.Ѵдз.  (А) 

Примѣнимъ  изложенную  теорему  къ  тому  частному  случаю, 
когда  вторая  система  массъ  распредѣлена  по  поверхности  ша¬ 
ра,  радіусъ  которой  Е,  постоянная  плотность  В  =  1.  Мы  имѣ¬ 
ли,  §  2,  что  потенціалъ  а,  который  при  этомъ  получается,  ра- 
4тгЕ 2 

венъ  — — ,  для  точекъ  внѣ  даннаго  шара  находящихся ,  въ 
разстояніи  г ,  и  ѵ  =  4т?Е  для  точекъ  внутри  шара.  Выраже- 

*  ,  Ю2 

ніе  — —  можно  разсматривать  какъ  потенціалъ  массы  4*Е  , 

сосредоточенной  въ  центрѣ.  Для  точекъ ,  лежащихъ  на  самой 
поверхности,  обѣ  нредъидущія  величины  сдѣлаются  равными 
между  собою.  И  такъ,  если  первая  система  массъ  вся  заклю¬ 
чается  внутри  сферы,  то  ЕМѵ  равно  4кЕ  на  массу  системы; 
если  же  вся  она  находится  внѣ  еферы,  то  ЕМѵ  равно  4^Е2 
на  величину  потенціала ,  которую  онъ  получаетъ  для  центра 
сферы.  Наконецъ,  если  первая  система  распредѣлена  сплош¬ 
нымъ  образомъ  по  поверхности  шара,  то  найдемъ  для  №0дз 
выраженія  эквивалентныя. 

Отсюда  выводимъ  слѣдующую  теорему: 

Если  V  потенціалъ  массы ,  распредѣленной  какимъ  бы  то 
пи  было  образомъ  по  поверхности ,  элементъ  которой  дз  сфе¬ 
рической  поверхности ,  радіусъ  Е7  и  если  проинтегрируемъ , 
относительно  всей  поверхности ,  выраженіе  і  V  дз,  то  бу¬ 
демъ  имѣть: 

/ Ѵдз  =  4*  (ЯМ,  +  Я'!  У,), 

гдѣ  М,  означаетъ  всю  массу,  находящуюся  внутри  сферы,  Ѵ0 
потенціалъ  массы'  внѣ  сферы  относительно  центра,  массу-же,  на- 
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ходящуюся  на  поверхности,  разсматривая  по  произволу,  какъ 
внутреннюю  или  внѣшнюю. 

Какъ  результатъ  предъидущаго  можемъ  оправдать  слѣдующую 
еще  болѣе  важную  по  своимъ  слѣдствіямъ  теорему: 

Потенціалъ  V  массъ ,  находящемся  внѣ  даннаго  ограни¬ 
ченнаго  пространства ,  не  можетъ  имѣть  постояннаго  зна¬ 
ченія  въ  одной  части  этого  пространства  и  значеніе  от¬ 
личнаго  отъ  нею  въ  другой  части . 

Допустимъ,  что  въ  каждой  точкѣ  пространства  А  потенці¬ 
алъ  имѣетъ  постоянное  значеніе  а  и  что  въ  пространствѣ  В , 
смежномъ  съ  А ,  онъ  можетъ  имѣть  большее  значеніе  въ  алге¬ 
браическомъ  смыслѣ.  Построимъ  шаръ,  котораго  одна  часть  бы¬ 
ла  бы  въ  В ,  другая  часть,  вмѣстѣ  съ  центромъ,  въ  А ,  что 
конечно  всегда  возможно.  —  Если  В  радіусъ  этой  сферы,  дз 
элементъ  ея  поверхности,  то,  по  предыдущей  теоремѣ,  будемъ 
имѣть 


слѣдовательно 


выраженіе  несогласное  съ  допущеніемъ,  которое  мы  сдѣлали,  по¬ 
тому  что  для  части  поверхности,  находящейся  въ  А,  V — а— О; 
но  для  другой  части  В>  по  гипотезѣ,  о— а  равно  положитель¬ 
ной  величинѣ. 

Подобнымъ  же  путемъ  можно  доказать,  что  У  не  можетъ  быть 
менѣе  а  въ  части  смежной  съ'  А;  между  тѣмъ  тотъ  или  дру¬ 
гой  случай  долженъ  бы  былъ  непремѣнно  имѣть  мѣсто,  если 
бы  только  была  несправедлива  предложенная  теорема. 

Изложенная  теорема  приводитъ  къ  слѣдующимъ: 

1-ая.  Если  пространство ,  въ  которомъ  находягпся  мас- 
сы ,  заключаетъ  пустыя  части  и  потенціалъ  въ  одной  ча- 


с гпи  этого  пространства  имѣетъ  постоянное  значеніе ,  то 
это-же  постоянное  значеніе  относится  и  ко  всему  пусто¬ 
му  пространству , 

2-ая.  Если  потенціалъ  массъ ,  заключающихся  въ  конечномъ 
пространствѣ ,  имѣетъ  постоянное  значеніе  для  какой-ни¬ 
будь  части  внѣшняго  пространства ,  жо  это-же  постоян¬ 
ное  значеніе  относится  и  ко  всему  пространству - 

Во  второмъ  изъ  предъидушихъ  положеній  постоянное  зна¬ 
ченіе  потенціала  должно  быть  равно  нулю;  потому  что,  если  т 
означаетъ  сумму  массъ  въ  томъ  случаѣ,  когда  всѣ  онѣ  имѣютъ 
одинаковые  знаки,  въ  противномъ  случаѣ  т  означаетъ  сумму 
положительныхъ  и  отрицательныхъ  массъ,  то  въ  точкѣ,,  кото¬ 
рой  разстояніе  г,  абсолютная  величина  потенціала  вообще  мень- 
т 

ше  — ,  эта-же  величина  для  очень  отдаленныхъ  частей  про- 
т 

странства  можетъ  быть  сдѣлана  менѣе  всякой  данной. 

§  8.  Пусть  дз  элементъ  поверхности,  обнимающей  конечное 
пространство,  Р  дѣйствіе  массъ,  по  направленію  нормальной 
къ  дз,  распредѣленныхъ  какимъ  бы  то  ни  было  образомъ.  При¬ 
мемъ  за  положительныя  силы*  дѣйствующія  по  нормальной  на¬ 
ружу  или  внутрь  поверхности,  смотря  по  тому  припишемъ  ли  мы 
знакъ  плюсъ  массамъ,  обладающимъ  силою  притяженія  или  от¬ 
талкиванія.  Сдѣлавъ  это  допущеніе,  Гаусъ  доказалъ ,  что  \Рдз  въ 
предѣлахъ  всей  данной  поверхности  равенъ  47гМ-{-27гМ1  , 
гдѣ  Ж  означаетъ  сумму  массъ ,  находящихся  внутри  поверх¬ 
ности,  М{  сумму  массъ,  находящихся  на  поверхности  \ 

»і^..  ■  ■ .  .  ■  ■  ■-  ■■  —  -  ..■■■■  — — — — ^ 

1  Но  изложенію  Га  уса,  эта  теорема  есть  простое  слѣдствіе 
предъпдущей  и  VI  теоремы  его  «ТЬеогіа  аіігасііопіз  согрогшп 
8рЬегоі(1ісогиш  еіііріісопіт».  — Приведенный  пріемъ  принадле¬ 
житъ  ІдпйеІоеГу,  который  также  нѣсколько  упростилъ  и  дока¬ 
зательство  послѣдующихъ  теоремъ,  но  въ  принципѣ  они  совер¬ 
шенно  излагаются  имъ  по  методу  Гауса.  Могдпа,  Ье$оп§  йе 
Мёсаиіцие  Апаіуііцие.  1868,  сг.  550 — 582. 
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Пусть  элементъ  массы  дМ  находится  въ  разстояніи  г  отъ 
элемента  поверхности  дз;  назовемъ  чрезъ  у  уголъ,  который 
нормальная,  проведенная  изъ  внутренней  части  поверхности  къ 
дз ,  составляетъ  съ  г,  при  чемъ  г  должно  отсчитывать  отъ  д$ 
къ  дМ.  Часть  интеграла,  происходящая  отъ  массы  дМу  при¬ 
метъ  видъ: 

Сод; 


дз. 


«/" 

Для  совершенія  интеграціи  допустимъ,  что  масса  дМ  помѣ¬ 
щена  въ  центрѣ  сферической  поверхности,  которой  радіусъ 
равенъ  единицѣ,  и  самая  поверхность  разбита  на  элементы 
конусами,  имѣющими  вершины  въ  центрѣ*  Если  вообразимъ  ко¬ 
нусы  эти  продолженными  неопредѣленно,  то  можетъ  случиться, 
что  они  пересѣкутъ  поверхность  и  нѣсколько  разъ,  по  каждый 
отрѣзанный  въ  ней  элементъ  <}$  выразится  формулою: 

дз  =  ±  - — :  д$, 

Со§  ; 

гдѣ  д$  элементъ  сферической  поверхности  при  радіусѣ  равномъ 
единицѣ.  Знаки  +  и  —  должно  брать  смотря  по  тому,  уголъ  у 
острый  или  тупой,  т.  е.  смотря  по  тому,  конусъ  выходитъ  ли  изъ 
пространства,  обнимаемаго  поверхностію,  или  вступаетъ  въ  него. 
Необходимо,  различать  три  случая: 

1-ый  случай .  Масса  дМ  находится  внѣ  поверхности. 
При  такомъ  допущеніи  число  элементовъ  пересѣченія  конусовъ 
съ  поверхностію  5  должно  быть  четное;  называя  соотвѣтствую¬ 
щія  имъ  величины  послѣдовательно:  гх , у  4 ,  <?$і;гя,у2,  дз2,..* 

получимъ: 

Сод; 

■  П  Я  Г  -+-  - -  ПЯ  _  =  -  II  .4-  —Г"  *7 

А*  > 


ді= 


" 


Со8Л  _  Сову,-  _  ,  С2ІІ4 


дз0  —  — 


'дз  а  + 


Гъ 


дз 4; 


сумма  элементовъ  равна  нулю,  по  тому 

Сов; 
г2 

2-ой  случай .  Масса  дМ  находится  внутри  данной  по- 


дз  =  0 .  — 
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верхиости.  Число  пересѣченій  конусовъ  и  поверхности,  оче¬ 
видно,  нечетное  и  найдемъ: 


или 


Со§і 

Г2 


Соя/ 


д$  =  ^  д$, 


дз  = 


3-ій  случай .  Масса  дМ  расположена  на  самой  поверх¬ 
ности  5.  Вообразимъ  плоскость  касательную  къ  поверхности 
8,  проведенную  чрезъ  дМ.  для  части  5,  расположенной  внѣ 
плоскости  касательной  въ  одну  сторону,  найдвхмъ  какъ  и  въ 
первомъ  случаѣ: 

г  7 Чв  =  0;- 

г2 

для  части  по  другую  сторону  плоскости  касательной,  на  осно¬ 
ваніи  2-го  случая, 

і,  =  м 

Г2  у  > 

но  здѣсь,  очевидно,  интегралъ  по  распространяется  на  поло¬ 
вину  сферической  поверхности,  и  будемъ  имѣть: 

Сое/ 


/ 


(9  5  =  2ті; 


это  заключеніе  однако-же  справедливо  только  въ  томъ  случаѣ, 
когда  поверхность  въ  разсматриваемой  точкѣ  имѣетъ  сплошную 
кривизну. 

Если  послѣднее  условіе  не  имѣетъ  мѣста  и  частица  распо¬ 
ложена  на  ребрѣ,  въ  углѣ  и  тому  подобное,  то  2я  должно 
замѣнить  площадью  части  сферической  поверхности,  имѣющей, 
радіусъ  равный  единицѣ ,  центръ,  разсматриваемую  частицу, 
отсѣкаемую  конусомъ,  образуемымъ  касательными  къ  этой  по¬ 
верхности.  Это  исключеніе  не  имѣетъ  мѣста  для  конечной 


—  173  — 

части  поверхности  и  потому  не  измѣняетъ  общности  слѣдую¬ 
щаго  вывода.  Принимая  во  вниманіе  значеніе  предъидущихъ 
интеграловъ,  найдемъ: 

$1>д8  =  4*М  +  2яМ1  (15) 

въ  предѣлахъ  всей  поверхности,  гдѣ  Ж  сумма  массъ,  находя¬ 
щихся  внутри  поверхности,  Ж4  сумма  массъ  на  самой  поверх¬ 
ности.  Въ  томъ  случаѣ,  когда  всѣ  массы  находятся  внѣ  по¬ 
верхности  $Рдз  равенъ  нулю. 

Проведемъ  нормальную  къ  произвольной  точкѣ  данной  по¬ 
верхности  и  назовемъ  чрезъ  р  разстояніе  данной  частицы  отъ 
произвольной  точки  нормальной,  будемъ  принимать  это  разсто¬ 
яніе  за  положительное,  когда  точка  находится  съ  внутренней 
стороны  поверхности.  Потенціалъ  массы  можно  разсматривать 
какъ  функцію  р  и  двухъ  другихъ  перемѣнныхъ,  опредѣляю¬ 
щихъ  положеніе  второй  изъ  разсматриваемыхъ  частицъ.  То-же 

дѴ  .  , 

самое  можно  сказать  относительно  — ,  значеніе  котораго  будемъ 

изслѣдовать  только  для  частицъ,  лежащихъ  на  поверхности, 

дѴ 

когда  слѣдовательно  р  =  0.  Значеніе  — ,  первой  производной 

но  р  отъ  функціи  потенціала,  равно  слагающей  по  норальной 
Р,  когда  всѣ  массы  находятся  внутри  или  внѣ  поверхности. 
При  такой  гипотезѣ,  изъ  уравненія  (15),  найдемъ: 

X дѴ 

'  Рд  8  ^  дз  —  47? Ж. 

Въ  томъ  случаѣ,  если  всѣ  массы  исключительно  распредѣ¬ 
лены  по  поверхности,  такъ -что  элементъ  дз  содержитъ  массу 

дУ 

Рд$,|  значенія  —  и  Р  нетождественны  между  собою;  они  от- 


дѴ 


носятся  одно  къ  другому  какъ  I  и  §  3;  по  аналогіи 


дѴ 


можно  заключить,  что  выраженіе  —  должно  имѣть  два  раз- 


личныя  значенія:  Р — 2^0  и  Р  +  ^тгР,  смотря  по  тому,  др 
положительное  или  отрицательное. — Интегралъ  $Одз  для  всей 
поверхности  равенъ  массѣ  Мх  ,  распредѣленной  по  поверхно¬ 
сти,  по  предъидущей  теоремѣ  ^Рдз  —  2тМ19  слѣдовательно, 
будемъ  имѣть: 


вычисленъ,  въ  первомъ  случаѣ,  разсматривая  массу  при¬ 
надлежащей  внѣшнему  пространству,  во  второмъ  внутреннему. 
Отсюда  можно  заключить,  что  уравненіе, 


— -  дз  —  4жЖ , 

др 


имѣетъ  мѣсто  для  массъ,  распредѣленныхъ  какимъ  бы  то  ни 
было  образомъ,  лишь-бы  только  Ж  означало  совокупность  массъ 
на  поверхности. 

§  9.  Назовемъ  чрезъ  Т  часть  пространства,  ограниченнаго 
поверхностію  5,  чрезъ  у  всю  силу,  съ  которой  дѣйствуютъ, 
на  элементъ  дТ,  массы,  лежащія  внѣ  пространства  или  распо¬ 
ложенныя  сплошнымъ  образомъ  на  его  поверхности;  для  осталь¬ 
ныхъ  величинъ  сохранимъ  предъидущее  обозначеніе;  можно  дока¬ 
зать  справедливость  слѣдующаго  весьма  важнаго  уравненія: 


первая  интеграція  распространяется  на  всю  поверхность , 
вторая  на  все  пространство  Т. — 

Возьмемъ  прямоугольныя  координаты  и  прямую  въ  простран¬ 
ствѣ  параллельную  оси  х ,  для  которой  слѣдовательно  у  из 
величины  постоянныя;  изъ  тождественнаго  уравненія: 


имѣемъ : 
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дГч2  д*Ѵ 

ъ)  + 


откуда  заключаемъ,  что  интегралъ  лѣвой  части  въ  предѣлахъ 

линіи,  заключающейся  внутри  пространства  Т,  равенъ  разности 
дѴ 

значеній  У  ^  на  концахъ  этой  линіи,  когда  она  пересѣкаетъ 


поверхность  только  въ  двухъ  точкахъ;  во  всѣхъ  другихъ  слу¬ 
чаяхъ  онъ  равенъ: 


дѴ 


дѴ 

принимая  въ  этой  суммѣ  за  значенія  V  —  величины,  еоотвѣт- 

ЯіЛ/ 


ствующія  точкамъ  пересѣченія  прямой  и  поверхности,  и  при¬ 
писывая  а  значеніе  —  1  для  нечетнаго  порядка  пересѣченій, 
ж  +  1  для  четнаго.  Если  будемъ  разсматривать  прямую  р  какъ 
ребро  безконечно  малой  призмы,  которой  нормальное  сѣченіе 
ду .  <Ц  а  слѣдовательно  элементъ  объема  равенъ  дх  .  ду .  д%, 
то  интегралъ 

/(©+*©*** -/(©'+ѵ*)« 

въ  предѣлахъ  части  Т,  входящей  въ  призму,  долженъ  быть 

равенъ: 

дѴ  ,  , 

=  Г  г  .  V  —  ду  .  д%. 
ох 

Разсматриваемая  призма  пересѣкаетъ  поверхность  въ  двухъ 
или  вообще  въ  четномъ  числѣ  точекъ;  назовемъ  чрезъ  дз  одно 
изъ  этихъ  сѣченій  и  пусть  ^  уголъ,  составляемый  нормальной 
изъ  дз  съ  осью  х ,  будемъ  имѣть: 

ду  .  д&  =  ±  дз  .  Со8  $>, 
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верхній  знакъ  долженъ  служить  для  пересѣченій  нечетнаго  по¬ 
рядка,  нижній  для  остальныхъ;  отсюда  слѣдуетъ,  что  предъ- 
идущій  интегралъ  равенъ: 

—  ІУ-  Созр  .  дз, 

дх  ъ 

знакъ  X  относится  къ  разсматриваемымъ  элементамъ  поверхности. 
Разлагая  все  пространство  на  подобные  призматическіе  элементы, 
вся  поверхность  также  будетъ  исчерпана,  и  мы  получимъ: 


первая  интеграція  распространяется  на  все  пространство  Т7 

вторая  на  всю  поверхность  8.  Очевидно  Соз^  =  ^,  сохраняя 

др  прежнее  значеніе  и  разсматривая  х  какъ  функцію  р  и  двухъ 
другихъ  перемѣнныхъ,  объуеловливающихъ  отличіе  частицъ  по¬ 
верхности  одной  отъ  другой. 

И  такъ : 


д2Ѵ 

дх2 


IX  =  *, 

У  дх  др 


принимая  во  вниманіе,  что  если  поверхность  сама  содержитъ 

дѴ 

массы,  и  слѣдовательно  — -  имѣетъ  два  различныя  значенія,  то 

ОХ 


должно  брать  значеніе  относительно  массъ  внутри  даннаго  про¬ 
странства. 

Подобнымъ-же  путемъ  получимъ  уравненія: 


Складывая  почленно  послѣднія  три  уравненія  и  замѣчая,  что 

въ  пространствѣ  Т  имѣемъ: 

д^Ѵ  д^Ѵ  д2 Ѵ_ 

дх2  ду 2  дх2  О* 


\дя 


1  Кду 


\дг  ) 

кромѣ  того,  относительно  поверхности, 


д_Ѵ  дх  (  дѴ  ду  (  дѴ 

дх  др  1  ду  др  Г  д%  др  др  ’ 


найдемъ : 


Послѣднее  уравненіе  можно  выразить  общѣе;  принимая  во 
вниманіе  уравненіе  (16),  можемъ  замѣнить  его  формулою 

.  ч 

((А~У)дУ  дз, 

У  У  др 

гдѣ  А  постоянная  произвольная. 

Какъ  непосредственное  слѣдствіе  изложенной  теоремы  можно 
оправдать  слѣдующее  положеніе :  если  потенціалъ  У  имѣетъ 
постоянное  значеніе  во  всѣхъ  точкахъ  поверхности ,  огра¬ 
ничивающей  пространство  Т ,  то  это-же  постоянное  зна¬ 
ченіе  относится  и  ко  всему  пространству  Т. 

Въ  послѣднемъ  уравненіи  подставимъ  вмѣсто  V  относитель¬ 
но  поверхности  постоянное  А ,  полагая,  что  А  представляетъ 
постоянное  значеніе  потенціала  по  поверхности,  получимъ : 

(д^дТ—О, 

отсюда 

9  дѴ  дѴ  дѴ 

а —О,  слѣдовательно  —  =0,  г-  =  0,  — •=  0, 

дх  ду  дъ 

и  очевидно  У  относительно  пространства  тоже  равно  постоян¬ 
ной  величинѣ. 

§  10.  Допустимъ,  что  данныя  массы  расположены  внутри 
замкнутаго  пространства  и  распредѣлены  по  поверхности  8 
объема  Т,  и  предположимъ,  что  потенціалъ  У  этихъ  массъ  со¬ 
храняетъ  постоянное  значеніе  А  на  поверхности  в;  докажемъ, 
что  для  каждой  неопредѣленной  точки  О  внѣшняго  простран- 

12 
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ства  значеніе  потенціала  У  должно  находиться  между  О  и  А1 
но  не  совпадаетъ  съ  ними. 

Дѣйствительно,  пусть  потенціалъ  имѣетъ  для  точки  О  зна¬ 
ченіе  В,  не  заключающееся  между  О  и  Ач  и  назовемъ  чрезъ 
С  произвольное  количество,  заключающееся  разомъ  между  ну¬ 
лемъ  и  В,  между  В  и  А.  Проведемъ  чрезъ  точку  О  прямыя 
по  всѣмъ  направленіямъ;  на  каждой  изъ  этихъ  прямыхъ  долж¬ 
на  находиться  точка  0\  для  которой  значеніе  потенціала  рав¬ 
но  С.  Въ  самомъ  дѣлѣ,  если  эти  прямыя  встрѣчаютъ  поверх¬ 
ность  5  въ  точкѣ  (),  для  которой  потенціалъ  Ѵ=А,  то  не¬ 
обходимо,  чтобъ  въ  нѣкоторой  точкѣ  О'  прямой  00\  лежащей 
между  О  и  (),  потенціалъ  принялъ  значеніе  (7,  такъ-какъ  онъ 
измѣняется  сплошнымъ  образомъ  отъ  В  къ  А  и  для  точекъ 
очень  отдаленныхъ  отъ  О  стремится  къ  нулю.  Точка  оче¬ 
видно  должна  находиться  во  внѣшнемъ  пространствѣ.  Совокуп¬ 
ность  всѣхъ  точекъ  подобныхъ  О',  на  системѣ  прямыхъ,  про¬ 
ходящихъ  чрезъ  О  по  всѣмъ  направленіямъ,  образуетъ  замкну¬ 
тую  поверхность,  для  которой  потенціалъ  величина  постоянная 
и  равна  С ,  потому,  по  предъидущей  теоремѣ,  и  все  простран¬ 
ство,  ограниченное  этою  поверхностію,  должно  имѣть  потенціалъ 
С;  но  мы  допустили,  что  существуетъ  точка  О  внутри  этого 
пространства,  для  которой  значеніе  потенціала  отлично  отъ  С 
и  равно  В ,  слѣдовательно,  гипотеза  наша  приводитъ  къ  про¬ 
тиворѣчію. 

Отсюда  можно  вывести  частное  заключеніе :  если  потенціалъ 
поверхности  8  для  всѣхъ  ея  частицъ  равенъ  нулю,  то  онъ  ос¬ 
тается  нулемъ  и  для  всего  внѣшняго  пространства. 

Но  если  постоянное  значеніе  потенціала  А  на  поверхности 
$  отлично  отъ  нуля,  то  его  значеніе  во  внѣшнемъ  простран¬ 
ствѣ  не  можетъ  быть  ни  нулемъ,  ни  А,  въ  конечномъ  разстоя¬ 
ніи  отъ  дѣйствующей  массы. 

Дѣйствительно,  пусть  В  значеніе  У  въ  точкѣ  внѣшняго  про- 
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странства;  опишемъ  изъ  О ,  какъ  центра, 
ной  меньшей  чѣмъ  кратчайшее  разстояніе 
поверхность,  очевидно : 


радіусомъ  В ,  величи- 
0  и  5,  сферическую 


/  Ѵд$  =  4тгВ-Б, 

для  предѣловъ  всей  данной  поверхности,  потому 

/(V  -В)  да— О; 

X 

>  I,  •  Г< 

полагая  В— О,  будемъ  имѣть: 

/  Ѵ')8  =  О, 


ь 


а  такъ-какъ  V  не  можетъ  перемѣнять  знака,  то  заключаемъ, 
что  Ѵ—О  для  всей  сферической  поверхности.  Оъ  другой  сто¬ 
роны,  полагая  В  —  А,  должны  допустить  Ѵ=А,  для  сферы, 
а  потому  и  для  всего  пространства  внѣ  Т,  Но  въ  очень  от¬ 
даленныхъ  частяхъ  пространства  потенціалъ  не  можетъ  имѣть 
значеніе  А,  потому  что  онъ  стремится  къ  пулю,  величина  же 
А  отлична  отъ  нуля.  Вблизи  поверхности  потенціалъ  также 
не  можетъ  быть  равенъ  кулю,  потому  что  на  самой  поверхно¬ 
сти  онъ  имѣетъ  значеніе  А  и  измѣняется  сплошнымъ  образомъ, 
слѣдовательно  значеніе  потенціала  должно  заключаться  между 
нулемъ  и  А. 

§  11.  На  основаніи  предыдущихъ  теоремъ  можемъ  доказать 
слѣдующее  весьма  важное  положеніе. 

Пусть  масса  М  распредѣлена  однородно  по  поверхности,  по¬ 
ложительное  значеніе  потенціала  въ  каждой  точкѣ  поверхности 
М 

Оолѣе  — - ,  гдѣ  г  наибольшее  разстояніе  между  двумя  точками 

.  М 

поверхности.  Потенціалъ  можетъ  имѣть  значеніе  —  только  на 

концѣ  линіи  г,  если  допустимъ  всю  массу  концентрированной 

на  другомъ  ея  концѣ.  Причемъ  замѣтимъ ,  что  однороднымъ 

распредѣленіемъ  массы  въ  пространствѣ  или  на  поверхности 

* 
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будемъ  называть  такое  распредѣленіе,  когда  всѣ  элементы  массы 
имѣютъ  одинаковые  знаки;  если  же  часть  массъ  положитель¬ 
ныхъ,  друіая  часть  отрицательныхъ,  то  распредѣленіе  называ¬ 
ютъ  разнороднымъ.  Допуская,  что  масса  на  элементѣ  дв  равна 
тдз , 


въ  предѣлахъ  всей  поверхности.  Существуетъ  нѣкоторый  родъ 
распредѣленія,  при  которомъ  разсматриваемый  интегралъ  имѣ¬ 
етъ  значеніе  тіпітит,  и  докажемъ,  что  при  распредѣленіи  плот¬ 


ности,  соотвѣтствующемъ  тіпітит  значенія 


,  потенціалъ 


V  имѣетъ  постоянное  значеніе  во  всѣхъ  точкахъ  поверх¬ 
ности,  ни  одинъ  изъ  элементовъ  этой  поверхности  не  ос¬ 
тается  пустымъ  и  наконецъ ,  что  существуетъ  одно  толь¬ 
ко  распредѣленіе  массы  такою  рода. 

Разсмотримъ  общій  случай. 

Пусть  Л  величина,  имѣющая  въ  каждой  точкѣ  поверхности 
опредѣленное  конечное  значеніе,  измѣняющееся  сплошнымъ  об¬ 
разомъ. 

Интегралъ 


относительно  всей  поверхности,  можетъ  имѣть  весьма  различ¬ 
ныя  значенія,  смотря  по  распредѣленію  массъ  поверхности,  но 
всегда  существуетъ  такой  родъ  ихъ  распредѣленія ,  при  ко¬ 
торомъ  предъидущій  интегралъ  имѣетъ  значеніе  наимень¬ 
шее  и  притомъ  положительное.  Въ  этомъ  случаѣ  можно  до¬ 
казать: 

во  1-хъ,  что  разность  У — II—  ТѴ  имѣетъ  постоянное  значе¬ 
ніе  для  всѣхъ  частей  поверхности,  содержащихъ  часть  массы  Ж; 
во  2-хъ,  что  во  всѣхъ  тѣхъ  частяхъ  поверхности ,  гдѣ  не  нахо- 
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дится  части  массы,  IV  болѣе  или,  по  крайней  мѣрѣ,  не  ме¬ 
нѣе  предыдущаго  постояннаго  значенія. 

Предварительно  докажемъ  слѣдующія  теоремы: 

а)  Если  имѣетъ  мѣсто  распредѣленіе,  объусловливающее  ті- 
пішит  значенія  нредъидущаго  интеграла,  и  замѣнимъ  его  дру¬ 
гимъ,  отличающимся  безконечно  мало  отъ  даннаго,  замѣняя  т 
на  т  +  у,  то  соотвѣтствующая  варіація  Х2  выразится  форму¬ 
лою:  2^  IV удз. 

Дѣйствительно,  называя  соотвѣтственно  варіаціи  XI  и  V чрезъ 
<^Х2  и  $Ѵ,  будемъ  имѣть: 


<?Х2= ^  .т .  дз  + ^(Ѵ —  211  )у .  дз 

Но  ІѴ  есть  не  что  иное,  какъ  потенціалъ  массы  при  рас¬ 
предѣленіи,  когда  каждый  элементъ  поверхности  содержитъ  ее, 
количество  у  и.  слѣдовательно,  V,  т ,  іѵ%  у  суть  величины 
аналогичныя  съ  V,  ^  О  для  которыхъ  имѣли  уравненіе: 

I  Влодз=^В .  одн  (§  7,  урав.  А) 

отсюда 


потому  выразится  формулою: 

Ап=  /(2У  —  211)  рд8  =  2( ТГ/лдв 

искомое  значеніе. 


b)  Относительно  у  замѣтимъ,  что  оно,  во-первыхъ,  должно 
быть  подчинено  условію  $удз=  О ,  и  во  -  вторыхъ ,  не  можетъ 
быть  отрицательнымъ  ни  для  какой  пустой  части  поверх¬ 
ности  ,  потому  что  въ  противномъ  случаѣ  распредѣленіе  пере¬ 
стаетъ  быть  однороднымъ. 

c)  Допустимъ  теперь,  что,  при  данномъ,  опредѣленномъ  родѣ 
распредѣленія  массъ,  количество  IV  имѣетъ  различное  значеніе 
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въ  различныхъ  точкахъ  поверхности.  Пусть  А  нѣкоторое  про¬ 
межуточное  значеніе  между  наибольшимъ  и  наименьшимъ  значе¬ 
ніемъ  IV;  пусть  также  Р  часть  поверхности,  въ  которой  ТѴ^>А 
и  ( 2  та  часть  поверхности,  въ  которой  ТѴ.  <П;  р  ид  двѣ 
равныя  произвольныя  части  поверхности,  изъ  которыхъ  одна 
взята  въ  Р,  другая  въ  ().  Положимъ,  что  на  всемъ  протяже¬ 
ніи  р  варіація  т  постоянна  имѣетъ  отрицательное  значеніе 
р— —  ѵ;  въ  части  же  д  имѣетъ  напротивъ  постоянное  положи¬ 
тельное  значеніе  р  =  и,  во  всѣхъ  остальныхъ  частяхъ  по¬ 
верхности  допустимъ  эту  варіацію  равной  нулю.  Очевидно, 
одно  изъ  предъидущихъ  условій  (Ь),  по  которому  <р  не  долж¬ 
но  быть  отрицательнымъ  для  пустыхъ  частей  поверхности,  вы¬ 
полнено;  но  р  имѣетъ  отрицательное  значеніе  для  части  р , 
(занятой  по  условію  матеріей),  потому  для  удовлетворенія  предъ- 
идущаго  положенія  необходимо,  чтобъ  часть  поверхности  р  не 
заключала  ни  одной  частицы  безъ  матеріи,  что  всегда  возмож¬ 
но,  если  Р  не  совершенно  лишено  ея,  такъ-какъ  р  можно  взять 
какъ  угодно  малымъ.  Отсюда  слѣдуетъ ,  что  варіація  при 
сдѣланныхъ  предположеніяхъ,  отрицательная,  въ  чемъ  легко  убѣ¬ 
диться,  представивъ  ее  въ  формѣ: 

2  І(И/Г—  А)р.дз. 

1 

И  такъ,  допуская  различныя  значенія  для  разности  V — Р=/Р 
въ  различныхъ  частяхъ  поверхности,  занятыхъ  матеріею,  иско¬ 
мая  варіація  принимаетъ  отрицательное  значеніе  и  при  измѣ¬ 
неніи  въ  распредѣленіи  массъ  можетъ  уменьшаться ,  т.  е.  не 
будетъ  имѣть  наименьшаго  значенія.  Результатъ  этотъ  долженъ 
имѣть  мѣсто  пока  будемъ  разсматривать  разность  V  —  И—іѴ 
перемѣнной.  Потому  тіпітшп  значенія  искомая  варіація  мо¬ 
жетъ  только  пріобрѣсти  въ  томъ  случаѣ,  когда  разсматривае¬ 
мая  разность  постоянна  для  всей  поверхности.  Отсюда  можемъ 
сдѣлать  обратное  заключеніе ,  совершенно  согласное  съ  пред- 


ложе  иною  теоремой:  при  тіпітит  значенія  разсматриваемаго 
интеграла  разность  V — Ѵ=ІѴ  величина  постоянная  и  ни 
одна  частица  поверхности  р  не  остается  пустой. 

Для  примѣненія  доказанной  общей  теоремы  къ  частному  раз¬ 
сматриваемому  нами  случаю  имѣемъ  11=0;  слѣдовательно  IV 
означаетъ  потенціалъ  массы  по  поверхности, 


Сверхъ  того,  мы  уже  прежде  доказали,  что  если  потенціалъ 
имѣетъ  въ  части  поверхности  занятой  массами  значеніе  А  (§  10), 
то  внѣ  ея  потенціалъ  долженъ  быть  менѣе  А.  Въ  настоящемъ 
случаѣ  мы  видимъ,  что  р,  при  тіпітит  значенія  \  Ѵт дз,  все 
занято  массами;  если  же  допустимъ  остальныя  части  поверхно¬ 
сти  пустыми,  то,  на  основаніи  тотъ-часъ  приведенной  теоремы 
(§  10),  потенціалъ  долженъ  имѣть  значеніе  менѣе  разсматри¬ 
ваемаго  для  пустыхъ  частей  поверхности.  Результатъ,  находя¬ 
щійся  въ  очевидномъ  противорѣчіи  съ  теоремой  (с),  по  кото¬ 
рой  значеніе  потенціала,  при  тіпітит  $Ѵтдз,  остается  по¬ 
стояннымъ  для  всей  поверхности.  Противорѣчіе  это  исчезаетъ 
только  тогда,  когда  допустимъ,  что  вся  разсматриваемая  поверх¬ 
ность  сплошъ  покрыта  массами. 

И  такъ,  можемъ  считать  доказаннымъ,  что  существуетъ  од¬ 
нородное  распредѣленіе  данной  массы,  при  которомъ  ни  одна 
часть  поверхности  неостается  пустой  и  потенціалъ  имѣетъ  по¬ 
стоянное  значеніе.  Остается  доказать,  что  существуетъ  одинъ 
только  родъ  искомаго  распредѣленія. 

Положеніе,  по  которому  въ  случаѣ  тіпітит  $  Ѵтдз  ни  одна 
часть  поверхности  не  остается  пустою,  можетъ  быть  высказано 
еще  другимъ  образомъ:  при  всякомъ  распредѣленіи  массъ ,  если 
нѣкоторая  конечная  часть  поверхности  остается  пустой , 
[Ѵтдз  превосходитъ  тіпітит  своего  значенія  па  велгічину 
конечную. 
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§  1 2.  Доказательство  предыдущихъ  положеній  основывается 
главнымъ  образомъ  на  существованіи  тіпішшп  значенія  И;  это 
значеніе  дѣйствительно  можетъ  имѣть  мѣсто,  если  ограничимся 
случаемъ,  при  которомъ  распредѣленіе  данной  массы  однородно. 
Если-бы  существованіе  тіпітшп  также  очевидно  имѣло  мѣсто 
при  какомъ  бы  то  ни  было  распредѣленіи  и  условіе  (Ь )  не  было 
выполнено,  то  имѣли  бы  право  постановить  такую  теорему:  су¬ 
ществуетъ  нѣкоторый  родъ  распредѣленія  массы ,  однород¬ 
ной  или  разнородной ,  при  которомъ  IV  =  V — V  имѣетъ  по¬ 
стоянное  значеніе  во  всѣхъ  точкахъ  поверхности .  Но  такъ- 
какъ  существованіе  тіпіпшт  очевидно  только  въ  томъ  случаѣ, 
когда  ограничимся  разсмотрѣніемъ  однороднаго  распредѣленія, 
то  для  доказательства  предъидущей  теоремы  должны  употре¬ 
бить  другой  пріемъ. 

Допустимъ,  что  имѣемъ  три  различныя  распредѣленія  и  озна¬ 
чимъ  потенціалъ  V  и  массу  т  для  разсматриваемыхъ  случаевъ 
слѣдующимъ  образомъ: 

1- й  т  =  т0,  V  =  Ѵ0 

2- й  т  =  тг,  Ѵ=Ѵ{ 

3- й  т  —  [л ,  V  =  о. 

Первое  распредѣленіе  пусть  однородное  распредѣленіе  мас¬ 
сы  М,  соотвѣтствующее  тіпітшп  $Ѵт.дз. 

Второе  распредѣленіе  также  однородное  и  относится  къ  той- 
же  массѣ  М ,  но  соотвѣтствуетъ  тіпіпшт  интеграла 

1(Ѵ —  2еѴ)тдз , 

/ 

гдѣ  ё  постоянный  произвольный  коеффиціентъ. 

Третье  распредѣленіе  зависитъ  отъ  двухъ  первыхъ  въ  силу 

ніл — т0 

отношенія  р  — -  и  представляетъ  распредѣленіе  разяо- 

€ 

родное,  въ  которомъ  сумма  массъ  равна  нулю. 
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Мы  доказали  уже,  что  при  данныхъ  условіяхъ  У0  должно 
быть  постоянно  для  всей  поверхности;  У4  —  еѴ  постоянно  въ 
той  части  поверхности,  въ  которой  имѣетъ  мѣсто  второе  рас¬ 
предѣленіе  и  въ  этой-же  части  о  —  V  необходимо  постоянно, 

у _ уо 

потому  что  ѵ  =  — - - - . 

6 

Смотря  по  значенію  е  второе  распредѣленіе  покрываетъ  всю 
поверхность  или  оставляетъ  часть  ея  пустою.  Второе  распре¬ 
дѣленіе  дѣлается  тождественнымъ  съ  первымъ,  когда  е  —  О, 
отсюда  заключаемъ,  что  части,  которыя  для  нѣкотораго  значе¬ 
нія  г  остаются  пустыми,  уменьшаются  болѣе  и  болѣе,  когда  е 
уменьшается  и  поверхность  совершенно  наполнится  массами, 
если  €  обратится  въ  нуль.  Если  количество  е  сохраняетъ  одинъ 
и  тотъ-же  знакъ,  то  можетъ  случиться,  что  часть  поверхности 
остается  пустою,  какъ  бы  мало  ни  было,  но  во  всякомъ  случаѣ,  при 
безконечно  маломъ  значеніи  е  никакая  конечная  часть  поверх¬ 
ности  не  останется  пустой.  Допустимъ  противное,  на  основаніи 
заключенія  предъидущаго  параграфа,  5  У*  долженъ  пре- 

взойдти  на  конечное  количество  т0  назовемъ  раз¬ 
ность  чрезъ  е,  будемъ  имѣть; 

5  ГУі*—  2*4)  ш\  дз  —  і (Ѵ0 — 2е  И)т0д8—е — Ѵ(тх—тй)д8 

разность  этихъ  двухъ  интеграловъ  конечная,  положительная, 
для  безконечно  малаго  значенія  г, — заключеніе,  находящееся  въ 
очевидномъ  противорѣчіи  съ  положеніемъ,  по  которому  при 
второмъ  распредѣленіи  2еѴ )  т  д8  имѣемъ  значеніе 

тіпітиш. — 

Отсюда  заключаемъ  также,  что  если  при  третьемъ  родѣ 
распредѣленія  возьмемъ  равнымъ  предѣлу ,  къ  которому 

ЯІГ  .  Щ\'  1 1  Ій|)  , 

стремится  отношеніе  - ,  когда  е  уменьшится  нгопредѣ- 

6 

[О-  ленно,  ѵ  —  V  должно  имѣть  во  всѣхъ  точкахъ  поверхности 
I  значеніе  постоянное. 
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Вообразимъ  4-ое  распредѣленіе,  въ  которомъ  ш  =  т0  +  [л, 
распредѣляемая  масса  Ж,  потенціалъ  У0  +  ѵ,  разность  между 
нимъ  и  II  величина  постоянная,  слѣдовательно  предложенная 
теорема  справедлива. — 

§  13.  Докажемъ  теперь,  что  существуетъ  для  массы  Ж  одно 
только  распредѣленіе,  при  которомъ  У — V  постоянно  на  всемъ 
протяженіи  поверхности.  Дѣйствительно,  если  два  распредѣле¬ 
нія  приводятъ  къ  этому  результату  и  означимъ  массу  т  и 
потенціалъ  У  для  перваго  распредѣленія  чрезъ  тх  и  Уп  для 
втораго  чрезъ  т2,  У2,  потенціалъ  третьяго  распредѣленія, 
въ  которомъ  шг  —  т2=ж,  выразится  чрезъ  Уі  —  У2,  онъ 
долженъ  быть  величиною  постоянной  и  сумма  массъ  должна 
быть  равна  нулю.  Слѣдовательно 

ті —  тч—  О) 

откуда  заключаемъ,  что  оба  распредѣленія  тождественны. 

Наконецъ,  можно  показать,  что  всегда  существуетъ  распре¬ 
дѣленіе,  для  котораго  разность  У — II  имѣетъ  данное  постоян¬ 
ное  значеніе.  Пусть  ос  произвольная  постоянная,  остальныя  обо¬ 
значенія  оставимъ  прежнія,  потенціалъ  при  распредѣленіи  массы 
т  =  ост0  долженъ  быть  равенъ  ссѴ .  +  ѵ  и  постоянная 
разность  мѴ0+ѵ  —  II  будетъ  опредѣлена  для  всякаго  значе¬ 
нія  ос.  Но  въ  настоящемъ  случаѣ  распредѣляемая  масса  не 
произвольна,  она  должна  быть  равна  осМ . 

Точное  вычисленіе  распредѣленія  массъ  по  поверхности  экви¬ 
валентное  извѣстному  распредѣленію  массъ  внутри  ограничен¬ 
наго  его  пространства  вообще  не  можетъ  быть  сдѣлано  при 
настоящихъ  силахъ  анализа. 

Гаусъ,  основываясь  на  своихъ  спеціальныхъ  изслѣдованіяхъ 
нѣкоторыхъ  уравненій  въ  частныхъ  дифференціалахъ  (КезиІМв, 
1838),  расмотрѣлъ  одинъ  только  частный  случай,  когда  радіусъ 
данной  поверхности  сфероида  безконечно  мало  отличается  отъ 
радіуса  шара. — 
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Разсматриваемый  вопросъ  можетъ  быть  вполнѣ  разрѣшенъ 
только  тогда,  когда  II  постоянно  на  поверхности  и,  слѣдова¬ 
тельно,  поверхность  §  представляетъ  поверхность  уровня  для 
массъ  распредѣленныхъ  по  объему.  Въ  этомъ  случаѣ  всѣ  массы 
должны  находиться  внутри  поверхности  и  сумма  ихъ  не  можетъ 
быть  равна  нулю,  потому  что  въ  противномъ  случаѣ  не  было  бы 
дѣйствія,  которое  нужно  было  бы  замѣнить. 

Пусть  О  точка  поверхности  5;  г  длина  прямой,  пересѣкаю¬ 
щей  поверхность  въ  этой  точкѣ  подъ  пряхмымъ  угломъ;  самая 
прямая  пусть  увеличивается  по  направленію  изъ  внутри  по¬ 
верхности  наружу.  Означимъ  чрезъ  —  С  величину  постоянную 
дѴ 

производной  —  въ  точкѣ  О;  т  плотность  въ  точкѣ  О,  при 

„  діі 

распредѣленіи  массы  по  поверхности.  Производная  —  должна 

имѣть  два  различныя  значенія  въ  О;  значеніе,  относящееся  ко 

дѴ  . 


внутреннему  пространству,  равно  —  т.  е. 


О,  потому  что 


У  =  Т7  для  всего  внѣшняго  пространства;  значеніе,  относящееся 
ко  внѣшнему  пространству,  равно  нулю,  потому  что  У  посто¬ 
янно  на  поверхности,  а  слѣдовательно  и  во  всемъ  внутреннемъ 
пространствѣ.  Но  вторая  величина  превосходитъ  первую  на  4тгш, 
потому 

С 

4щп  —  С,  отсюда  ш—  — 

4тг 


искомое  выраженіе. 
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Ь)  Извѣстія  объ  учено  -  литературныхъ  трудахъ  преподава¬ 
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і)  Метеорологическія  наблюденія,  производимыя  въ  универ¬ 
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